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Einleitung

Die Konzepte der Physik pragen schon iiber viele Jahrhunderte hinweg das
Bild von der Welt und ihren Zusammenhéngen. So hat beispielsweise die
von Einstein entwickelte spezielle Realtivitdtstheorie das damals sehr intui-
tive Bild von Zeit und Raum revolutioniert.

Auch die Einfiithrung der Quantenmechanik brachte einen gravierenden
Wandel unseres Weltbildes, welcher in einigen Punkten noch bis zum heuti-
gen Tage andauert. Einer der Griinde dafiir ist die der Intuition widerspre-
chende Unvereinbarkeit der Quantenmechanik mit der gleichzeitigen Annah-
me von Realismus und Lokalitdt. Diese Unvereinbarkeit &ufsert sich in einer
Verletzung der 1964 von BELL aufgestellten Ungleichung [1] durch sogenann-
te ,verschrankte Zusténde. Man hat jedoch erkannt, dass die Verschrankung
nicht nur grundlegende Fragen zur Interpretation der Physik aufwirft, son-
dern vielmehr auch als Quelle ungeahnter Moglichkeiten zu sehen ist, die es
zu nutzen gilt.

So ist es beispielsweise moglich, Verschrankung in der Quantenkryptogra-
phie zur abhérsicheren Ubertragung von Nachrichten zu verwenden [2]. Aber
auch eine vollig neue Art von Computern, sogenannte ,Quantencomputer”,
sind denkbar [3], um Aufgaben, die bisher als unlésbar galten, in kurzer Zeit
zu bewaltigen.

Der Schliissel zu all diesen Moglichkeiten liegt in der Kontrolle und ge-
zielten Manipulation von quantalen Systemen. Dabei gibt es viele verschie-
dene Ansétze, die mit unterschiedlichen Moglichkeiten und Schwierigkeiten
verbunden sind. Einer davon befasst sich beispielsweise mit Anregungszu-
stdnden von Atomen. Einen weiteren moglichen Ansatz, der sich die Quan-
tenmechanische Eigenschaft von Photonen zu Nutze macht, wollen wir in
dieser Arbeit verfolgen.

Es ist ein vielversprechender Ansatz, der sich besonders durch die einfache
und direkte Art der Manipulations- und Detektions-Moglichkeiten auszeich-
net und auch in Hinblick auf die Ubertragung von Information iiber weite
Distanzen hinweg ein einzigartiges Potential in sich birgt. Gerade auch durch



die immer starker optimierte Nutzung der ,spontanen parametrischen Fluo-
reszenz* [4], die eine einfache Moglichkeit zur Erzeugung von verschrinkten
Photonenpaaren darstellt, und den Einsatz von ,Quantengattern [5], wel-
che Verschrankungseigenschaften gezielt beeinflussen konnen, ist es moglich
geworden, verschriankte Zustédnde auch von mehreren Teilchen zu erzeugen.
Dadurch sind wir in der Lage, die von der Quantenmechnik vorausgesagten
Eigenschaften dieser Systeme zu iiberpriifen, neue Anwendungsbereiche fiir
sie zu er6ffnen und moglicherweise Antworten auf die, durch die Experimente
neu aufgeworfene Frage nach dem grundlegenden Konzept der Verschréankung
zu geben.

Das Experiment, das dieser Arbeit zugrunde liegt, vereint gleich meh-
rere der vorgestellten Themengebiete in sich. Durch die Beobachtung eines
Cluster-Zustands |6] haben wir einen interessanten Mehr-Teilchen-Zustand
gewahlt, der sowohl Verschrankungseigenschaften von komplexer Struktur
besitzt, als auch grofe Popularitdt durch seine Einsatzfahigkeit als ,Finweg-
Quantencomputer” gefunden hat. Dabei verwenden wir ein Quantengatter,
das ein grokes Spektrum an Moglichkeiten bei der Manipulation von ver-
schréankten Zustédnden bietet.



Kapitel 1

Theorie

In diesem Kapitel werden wir nach einer knappen Einfiihrung der fiir diese
Arbeit relevanten Gréfsen und Schreibweisen auf Eigenschaften verschrénk-
ter Zustdnde und deren Nachweis eingehen. Wir werden aufserdem in Kapitel
1.3 Moglichkeiten kennenlernen, Verschrinkung mit Quantengattern zu er-
zeugen und wieder zu zerstoren. Dabei werden wir uns auch mit der Frage
beschéiftigen, wie wir Quantengatter charakterisieren kénnen. Eine interes-
sante Gruppe von Zustdnden, die sich durch Anwendung eines speziellen
Gatters — des Phasengatters — erzeugen lasst, sind die Cluster-Zustinde. Be-
sonders wird uns der 4-Qubit Cluster-Zustand beschéftigen, da wir diesen,
wie wir in Kapitel 2 sehen werden, mit einem probabilistischen Phasengatter
realisieren konnen.

1.1 Einfiihrung und Definitionen

Zentraler Ausgangspunkt der Quanteninformation ist das Qubit. Es stellt das
quantenmechanische Analogon zum Bit dar, kann aber aufgrund seiner quan-
tenmechanischen Natur nicht nur die logischen Werte 0 oder 1 annehmen,
sondern auch alle Superpositionen der beiden Zusténde [0) und |1):

al0) +8|1) mit o>+ |82 =1

Um ein Qubit zu realisieren, das ja ein abstraktes Objekt ist, codieren
wir die Zusténde |0) und |1) in einem beliebigen Zwei-Niveau-System, zum
Beispiel in den Polarisationszusténden | H ) und | V') des Photons.

Bilden wir die Superposition

[0) £ 11)

+ — —
[ +/=) N
so entspricht dieser Zustand einem Photon, das in +45° polarisiert ist. Der

Zustand 0) % i[1)
R/L) = 2



1.1. EINFUHRUNG UND DEFINITIONEN Theorie

reprasentiert rechts- bzw. links-zirkulare Polarisation.

Bei einer Messung an einem Qubit messen wir immer Eigenwerte einer
Observablen, die durch einen hermiteschen Operator dargestellt wird. Mog-
liche Operatoren sind zum Beispiel die Pauli-Matrizen, die zusammen mit
der Eins-Operation eine Basis fiir hermitesche Operatoren bilden:

(01 s _ (0 i (10
== \1 0 v=\i 0 =0 -1

Thre Eigenvektoren entsprechen den oben definierten Zusténden:

G, |H/VY =  +|H/V) (1.1)
o |+/=) = E£|l+/)
oy |R/L) = *[R/L)

Der Erwartungswert des Operators ¢, fiir einen Zustand |¢) lautet
(62| ). Stellen wir |¢) = a|+)+F|—) in der Eigenbasis von &, dar,
so erhalten wir

(162l 0) = (a(+ ]+ 55— ]) 62 (a]+) +8]-)) 2 Jaf? - |82

Dadurch entspricht der Erwartungswert von &, dem Erwartungswert einer
Messung in der |+ )/|— )-Basis, weshalb wir auch von einer Messung in der
6,-Basis sprechen. Gleiches gilt auch fiir 6, und 7.

Haben wir zwei beliebige Zustande | ¢) und |1) gegeben, so ist es von
Interesse, wie stark sich beide voneinander unterscheiden. Um diese Grofe
zu quantifizieren, definieren wir die Fidelity F:

Fgh) = (o) (1.4)

Wir erhalten fiir identische Zusténde F = 1 und F = 0 fiir orthogonale
Zustande.

Bisher haben wir nur so genannte reine Zustinde behandelt. Nehmen
wir als Beispiel den Zustand |+ ), so werden wir bei einer Messung in der
6,-Basis immer +1 als Ergebnis erhalten. Wechseln wir in die 6,-Basis so
erhalten wir die Ergebnisse +1 und —1 wegen (+ |6,|+) = 0 mit gleicher
Wahrscheinlichkeit und in zufélliger Reihenfolge. Diese Zufalligkeit ist aber
eine prinzipiell andere als die einer Quelle, die in zufilliger Reihenfolge | 0)
und | 1) aussendet, da es bei dieser grundsétzlich moglich wire zu erfahren, in
welcher Reihenfolge |0) und | 1) erzeugt werden. Fiir den Zustand |+ ) aber
existiert der Quantenmechanik zufolge vor einer Messung in der &,-Basis
noch kein festgelegtes Ergebnis. Es ist dadurch auch nicht voraussagbar.
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Um aber auch stochastische Wahrscheinlichkeiten, die nicht durch die
Quantenmechanik bedingt sind, beschreiben zu kénnen, miissen wir die Dar-
stellungsweise von Zustédnden erweitern. Dazu fiihren wir den Dichteoperator
p ein:

p=>> pi Ve ){x] (1.5)
p

Dabei entspricht py der klassischen Wahrscheinlichkeit, den Zustand | vy, )
vorliegen zu haben. Jeder physikalische Dichteoperator erfiillt folgende Be-
dingungen:

Sp(p) =1 (1.6)
Sp(p*) <1 (L.7)
Sp(p?) =1 & pist ein reiner Zustand (1.8)

Auch aus p koénnen wir alle, fiir reine Zustdnde definierten Gréfen be-
rechnen, wie zum Beispiel den Erwartungswert einer Observablen A oder die
Fidelity F:

Erwartungswert: <A >, = Sp (Ap) (1.9)

2
Fidelity: — F(pa, py) = (SP( Py PA Py )) (1.10)

Wir haben bisher nur 1-Qubit-Zustdnde betrachtet. Wir wollen nun zu
Mehr-Qubit-Zusténden iibergehen.

1.2 Verschrankung

Um auch Zustdnde |1 ) beschreiben zu konnen, die aus mehreren Qubits
|Q1), |Q2), ... bestehen, erweitern wir den Zustandsraum iiber das Tensor-
produkt ® auf folgende Weise:

[9)=1Q1)®|Q2)® .. = |Q1Q2...)

Dabei wird |1 ) auch als separabel bezeichnet, da er als Produkt aus 1-
Qubit-Zustdnden geschrieben werden kann. Allgemein ist das jedoch nicht
fiir jeden Mehr-Qubit-Zustand moglich. Ein Beispiel dafiir ist der Zustand
| ¢T ), der eine Superposition aus den separablen Zustéinden [00) und |11)
ist. Zusténde, die nicht separabel sind, heifsen verschrankt.

]00) +|11)
V2

Es stellt sich nun die Frage, wie wir die Verschrinkung eines Zustands
| 1) messen konnen und welche Eigenschaften verschriankte Zustdnde aufwei-
sen. Als erster Ansatz bietet es sich an, bei einer Messung an einem Zustand

o) #la)®|b) = verschrinkt
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die Korrelationen I zwischen den Messergebnissen zu betrachten, da sie eine
dem Experimentator zugingliche Grofe sind. I = 1 soll perfekte Korrela-
tion und K = —1 perfekte Antikorrelation bedeuten. Fiir einen 2-Qubit-
Zustand |1) konnen wir die Korrelationen K einfach als Erwartungswert
eines Korrelations-Operators K schreiben:

1 0 0 O
K=(g|K|p), wobei K=| o = ° 0 |=é600
0 O 0o 1

Dabei haben wir den Korrelations-Operator so gewahlt, dass wir fiir zwei
gleiche Messergebnisse (00 oder 11) K = 1 und fiir zwei gegensétzliche Er-
gebnisse (01 oder 10) K = —1 erhalten. Offensichtlich ldsst sich K mit dieser
Definition auch als Kombination der Pauli-Matrix &, ausdriicken. Dadurch
entspricht die Korrelation direkt dem Erwartungswert einer Messung in der
6,-Basis. Um Korrelation auch fiir Mehr-Qubit-Zustéande angeben zu kon-
nen, wo ihre Bedeutung nicht mehr intuitiv klar ist, verallgemeinern wir den
2-Qubit-Ansatz auf folgende Weise:

K=(¢]6.®6.®...6.|9)=_5p ((&Z@@&Z@... &Z)p). (1.11)

Wiéhlen wir als Beispiel den 2-Qubit-verschrankten Zustand |~ ) =

% (]01) —|10)), so erhalten wir perfekte Antikorrelation:
1 0 0 O (1)
oA - _ 1 1 0O -1 0 O 7
K:<¢ |0'z®0'z‘¢ >:(O N 0) 0 0 -1 0 7\/; =-1
0 0 0 1 s

Vergleichen wir das mit dem separablen, gemischten Zustand
pr = 5(]01)(01]+]10)(10]), so sind auch hier die Messergebnisse perfekt
antikorreliert:

1 0 0 0 00 0 0
. 0 -1 0 0 0 2 00

K = Sp(K pr) = Sp( 2 )=-1
00 -10)fo o0 1 o0
0 0 0 1 00 0 0

Fiihren wir aber einen Basiswechsel in die 6,-Basis durch, mit

e )

so erhalten wir fiir den Zustand |+~ ) immer noch perfekte Antikorrela-
tion, wahrend py sdmtliche Korrelation verliert (K = 0).

10)

) Bosisueehsel |+=)-|=4)

V2

10

K=-1 (1.12)
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1 1
0 -3 1 0
ﬁk Basiswechsel —lz 8 8 _Zl — K=0 (113)
1 4
1 1
0 3z -3 0

Um zu entscheiden, ob ein Zustand verschrankt ist oder nicht, ist es
demnach notwendig, die Korrelationen in mindestens zwei unterschiedlichen
Basen zu betrachten.

1.2.1 Zweiteilchen-Verschrinkung

Diese Erkenntnis wurde von BELL zur Formulierung einer Ungleichung fiir
2-Qubit-Zustande verwendet, die urspriinglich die Richtigkeit quantenmecha-
nischer Vorhersagen experimentell iiberpriifbar machen sollte. Dabei werden
die Korrelationen in verschiedenen Basen so kombiniert, dass diese Unglei-
chung von jedem nicht-verschriankten Zustand erfiillt werden muss. Wir fiih-
ren dazu an jedem der beiden Qubits Messungen in zwei speziellen, zustands-
abhingigen Basen A und a fiir Qubit eins sowie B und b fiir Qubit zwei
durch. Fiir jeden separablen Zustand gilt dann:

K(A,B) + K(A,b) + K(a, B) — K(a,b) < 2 (1.14)

Eine Verletzung dieser Ungleichung kann nur nur mit einem verschrank-
ten Zustand erreicht werden. Insofern ist eine BELL-Ungleichung als Ver-
schrankungskriterium geeignet:

p separabel = p verletzt keine BELL-Ungleichung
p verletzt eine BELL-Ungleichung = p ist verschrankt

Historisch und philosophisch gesehen hat die von BELL 1964 veroffent-
lichte Ungleichung [1] jedoch weitaus grofsere Bedeutung |7, 8, 9, 10] als die
eines Verschrankungskriteriums.

Es existieren eine Reihe weiterer interessanter Verschrankungskriterien,
wie zum Beispiel das PPT-Kriterium [11, 12, 13|, Spur-Kriterium [14] oder
Eigenwert-Kriterium [15], auf die wir hier aber nicht nédher eingehen méchten.
Wir werden anstatt dessen unsere Uberlegungen zur Verschriankung auf mehr
als zwei Teilchen ausdehnen.

1.2.2 Verschrinkung von mehreren Teilchen

Beim Versuch, das Konzept der Verschrankung auf mehrere Teilchen zu er-
weitern, stofen wir als erstes auf die Frage, wie Verschriankung hier iiber-
haupt zu definieren ist. Dabei ist beispielsweise wichtig anzugeben, welches
Teilchen mit welchem verschrankt ist. Ein Beispiel ist in Abbildung 1.1 ge-
geben. Zustand a) hat die biseparable Form |0) ® (]00)+|11)) , widhrend
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1.2 Verschrdnkung von mehreren Teilchen Theorie

Zustand b) eine echte 3-Teilchen-Verschrankung aufweist, da er nicht sepa-
rabel ist. Die Separabilitit eines Mehr-Teilchen-Zustands ps bedeutet, dass
er als Summe von Produkten geschrieben werden kann:

ps = Z i ,E}i(l) ® ﬁi@) < ps Separabel
i

a) @ b) @
A
®——0 O
|000>123+|011>123 |000>123+ ‘111>123

Abbildung 1.1: Unterschiedliche Arten der Verschrankung fiir Systeme von
drei Qubits: a) biseparabler Zustand 1(23) , b) echte 3-Teilchen Verschrén-
kung (123).

Um echte Mehr-Qubit-Verschrinkung nachweisen zu kénnen, bendtigen
wir ein Kriterium, welches uns erlaubt n-Teilchen-verschriankte Zusténde
von den separablen Zustdnden abzugrenzen. Eine Methode, diese Unter-
scheidung vorzunehmen, ist die Verwendung eines Operators W, der auch
Verschrinkungs-Zeuge genannt wird [16, 17, 18, 19, 14]:

pverschrinkt <= 3IW : Sp(Wp) <0 und (1.15)
Vps: Sp(Wps) >0 mit p, separabel

Ein Zustand p ist also verschrankt, falls wir einen Verschrinkungs-Zeugen
W finden, der fiir alle separablen Zustdnde ps einen nichtnegativen Erwar-
tungswert hat, fiir p aber einen negativen. Fiir diese Aussage existiert auch
eine anschauliche, geometrische Interpretation (Abbildung 1.2), welche im
folgenden Absatz beschrieben wird.

Die Menge aller 5 mit der Eigenschaft Sp (W ) = 0 legt eine Hyperebe-
ne im Zustandsraum fest, die alle Zustande p mit Sp ( 1% p) > 0 von denen
mit negativem Erwartungswert trennt. Gelingt es uns, einen Verschrinkungs-
Zeugen zu finden, fiir den alle separablen Zustdnde ps einen positiven FEr-
wartungswert haben, so ist ein negativer Erwartungswert fiir einen Zustand
© ein hinreichendes Verschrankungskriterium. Da der Raum der separablen
Zusténde konvex ist [20], konnen wir fiir jeden beliebigen, verschrinkten Zu-
stand 0 einen zugehorigen Verschrinkungs-Zeugen W; finden. Dies ist jedoch
im Allgemeinen keine triviale Aufgabe.

Wie wir in Kapitel 3 sehen werden, kann der Erwartungswert von W bei
einigen Zustdnden schon durch wenige lokale Messungen, das heiftt durch

12



Theorie 1.2 Verschrdnkung von mehreren Teilchen

verschrénkte
Zusténde

Abbildung 1.2: Geometrische Interpretation des Verschrinkungs-Zeugen W
als Hyperebene, die den konvexen Raum der separablen Zustdnde vom ver-
schrankten Zustand ¢ trennt.

Messungen an einzelnen Qubits, bestimmt werden. Das liegt daran, dass
jeder W als Summe von Operatoren darstellbar ist, deren Erwartungswert
durch lokale Messungen bestimmt werden kann. Dabei entspricht die Anzahl
der Summanden der Anzahl von Messungen, die wir an einem experimen-
tellen Zustand durchfithren miissen. Falls es gelingt, durch eine geschickte
Wahl von W und seiner Operator-Zerlegung die Anzahl der Summanden auf
swenige zu reduzieren, so kann die Verschrankung des Zustands schon mit
einer kleinen Anzahl von Messungen gezeigt werden [18]|. Aus diesem Grund
sind Verschrinkungs-Zeugen zu einem wichtigen Werkzeug fiir den experi-
mentellen Nachweis von Mehr-Qubit-Verschrankung geworden.

Fiir echte mehr-Qubit-verschrankte Zustéande hat es sich als sinnvoll er-
wiesen, verschiedene Zustidnde voneinander zu unterscheiden, die sich nicht
durch Transformationen an einzelnen Qubits ineinander iiberfiihren lassen.
Diese weisen unterschiedliche Verschrankungseigenschaften auf, zu denen wir
zum Beispiel die Anzahl der Qubits zédhlen, die mindestens verloren gehen
miissen, um die Verschrankung vollstdndig zu zerstoren. Diese Bestdindigkeit
der Verschrankung ist unabhingig von der Basis, in der wir den jeweiligen
Zustand darstellen, und damit eine interessante Figenschaft des Zustands
[21], die Aquivalent zur Persistency [6] ist. Mathematisch entspricht ein Ver-
lust von Teilchen der Bildung der partiellen Spur iiber das entsprechende

Qubit.

Nehmen wir als Beispiel die beiden 3-Qubit-verschrankten Zustédnde
|GHZ3) = %(|000) +[111)) und |W3) = %(|001) +1010) + |100) ).
Bilden wir die partielle Spur iiber eines der drei Qubits, so erhalten wir aus
dem GH Zs-Zustand immer ein Gemisch zweier separabler Zustédnde. Aus

dem W3-Zustand dagegen erhalten wir einen Zustand, der |4 ) enthilt und

13



1.3. QUANTENGATTER Theorie

deshalb verschrankt ist. Die beiden Zusténde gehoren darum verschiedenen
Verschrankungsklassen an:

art. ur ]-
\GHZs) PR 5(100)(00] +[11)(11])  separabel

art. ur ]- 2
| W3) part.5p 5\00><00]+§\w+)<w+\ verschrankt

: 01)+10
mit |¢t) = \ )\@\ )

Man kann zeigen, dass es fiir drei Qubits genau zwei derartige Klassen von
echter 3-Qubit-Verschrankung gibt [22]. Mit zunehmender Qubit-Zahl wird
die Klassifikation jedoch immer komplexer [23] und stellt ein noch nicht voll-

stindig verstandenes Gebiet der Quanteninformation dar.

Bisher haben wir uns mit dem Nachweis und der Klassifikation von Ver-
schrankung beschéftigt. Wir wollen nun einen Schritt weiter gehen und die
Moglichkeit untersuchen, Verschrankung mit Hilfe von Quantengattern ge-
zielt zu erzeugen oder zu zerstoren.

1.3 Quantengatter

Wie in der bindren Logik, wo logische Gatter auf Bits wirken, gibt es fiir
quantenmechanische Zustdnde Quantengatter, die eine Operation auf den
Qubits ausfithren. Da der Zustandsraum fiir Qubits aber eine ganz andere
Struktur hat, als der von Bits, weil er auch Superpositionen mehrerer Zu-
stande zulésst, gibt es deutliche Unterschiede in der Wirkungsweise und der
Darstellung. Wir wollen im Folgenden Quantengatter als eine Abbildung o)
betrachten, fiir die gilt:

Q: Q(p) — p hpEMH,

Interessant sind dabei vor allem Gatter, die die Verschrankungseigenschaf-
ten von Zusténden verdndern, also beispielsweise einen separablen Zustand in
einen verschrankten transformieren und umgekehrt. Neben den Eigenschaf-
ten solcher Quantengatter wird uns insbesondere auch die Frage nach deren
allgemeiner Beschreibung beschéftigen. Dies ist gerade auch im Hinblick auf
die Analyse eines experimentell realisierten Quantengatters wichtig, bei dem
uns interessiert, wie gut es der theoretischen Vorlage entspricht.

1.3.1 Anderungen in der Verschrinkung eines Zustands

Wie bereits angesprochen, ist es mit Hilfe von Quantengattern moglich, Ver-
schrankung in separablen Zusténden zu erzeugen oder in verschriankten Zu-
stdnden zu zerstoren. Dabei stellt sich die Frage, welche Eigenschaften ein
Quantengatter haben muss, dass es entsprechende Operationen durchfiihrt.

14



Theorie 1.3 Anderungen in der Verschrinkung eines Zustands

Da sich Verschrankung immer in Korrelationen zwischen zwei oder meh-
reren Qubits ausdriickt, &ndert sich die Verschrankung eines Zustands nicht,
wenn wir nur lokale Transformationen auf einzelne Qubits durchfiihren. Wir
benotigen Operationen, die mehrere Qubits betreffen, um quantenmechani-
sche Korrelationen zwischen ihnen zu erzeugen.

Solche Operationen werden beispielsweise von einem Gatter durchge-
fiihrt, das keine Operation auf dem zweiten Qubit ausfilhrt wenn sich das
erste (control) Qubit im Zustand |0) befindet, im anderen Fall aber eine
NOT-Operation auf dem Zustand des zweiten (target) Qubits durchfiihrt.
Dieses Gatter wird auch als kontrolliertes NOT-Gatter (CNAOT) bezeichnet.
Wenden wir dieses Gatter auf den separablen Zustand H-0) = |00)+| 10 ) an,

Eingang Ausgang
control target —— control target
10) 0)  — 10) 10)
10) ' — 10) 1)
1) 0y — 1) 1)
1) . — 1) 10)

Tabelle 1.1: Transformation des CNOT-Gatters.

so erhalten wir geméf Tabelle 1.1 den verschriankten Zustand [00) + | 11).

Auch das kontrollierte Phasengatter, das eine Phase von 7 erzeugt falls
sich beide Qubits im Zustand |1) befinden, kann die Verschrinkung eines
Zustands verandern. Es héangt, wie wir spater noch sehen werden, eng mit
dem CNOT zusammen. In Matrix-Schreibweise haben beide Gatter folgende
Form:

1 0 0 O
. - 0100
CNOT-Gatter CNOT = 000 1 (1.16)
0010
1 00 O
S 01 0 O
Phasengatter PG = 00 1 0 (1.17)
00 0 -1

15



1.3 Anderungen in der Verschrinkung eines Zustands Theorie

Das Phasengatter transformiert beispielsweise den separablen Zustand
[++), geméf

100 0 1
' 010 0 1|1
PGl++1=10 01 o 1|27
000 -1)\1
1
1|1 1
L | =S5 t0e)+ o) = 168 (1.18)
-1

in einen verschrinkten Zustand. Bei nochmaliger Anwendung des Gatters
erhalten wir wieder einen separablen Zustand. Das Gatter kann also Ver-
schrankung erzeugen und wieder zerstoren.

Wie koénnen wir nun ein nicht-perfektes Gatter, wie es zum Beispiel einer
experimentellen Realisation entspricht, beschreiben?

Nehmen wir dazu einmal an, wir mochten ein Gatter G beschreiben, das
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit eine CNAOT—Operation auf dem Zu-
stand |1 ) ausfithrt und in den restlichen Féllen den Zustand einfach unver-
dndert ldsst.

v — Pl

Ky

Wir suchen also eine unitéire Transformation @, die unser Beispiel korrekt
beschreibt. Ein naheliegender Ansatz ist

g

[0

G=aCNOT+p1wil=

oo o+

0
a+
0
0

Q mo o
™ QL o o

Verbinden wir diesen Ansatz mit der Bedingung GGt =1, so erhalten wir
zwel unabhéngige Gleichungen

e+ =1 wd |a+pP =1,

die nur die beiden Losungen o = 1, § = 0 fiir das perfekte CNOT-Gatter

und a = 0, § = 1 fiir die 1-Operation zulassen. Es ist also offensichtlich nicht

moglich, unser Beispiel mit einer unitdren Transformation darzustellen.
Gerade auch weil wir mit unitdren Transformationen U

U: Uly)—19)

16



Theorie 1.3 Prozesstomographie

fiir reine Eingangszusténde |1 ) immer nur reine Ausgangszustinde | ¢ ) er-
halten, benttigen wir ein allgemeineres Konzept der Gatterbeschreibung, das
auch gemischte Zusténde erlaubt. Darum schreiben wir die unitére Transfor-
mation U fiir den Dichteoperator p auf

,6 — U/A)UJr

und erweitern sie in eine Linearkombination unitarer Transformationen. Die
gesamte Transformation Q hat dann folgende Form:

Qp) = N Uip U} (1.19)

Auf diese Weise konnen wir in der Tat jedes beliebige Gatter darstellen,
wobei wir fiir Gatter mit polarisationsabhéngiger Absorption die Unitaritét
der U; aufgeben miissen.

Auf dem Weg zur Charakterisierung realer Quantengatter bendtigen wir
allerdings noch ein Verfahren um alle A; und U; zu bestimmen. Wir werden
im nédchsten Abschnitt sehen, wie dies mit Hilfe der Prozesstomographie
erreicht werden kann.

1.3.2 Prozesstomographie

Wie gehen wir vor, um ein beliebiges Quantengatter O auf moglichst einfache
Weise so zu beschreiben, dass wir in der Lage sind, fiir jeden beliebigen
Eingangszustand p den zugehorigen Ausgangszustand p’ zu bestimmen?

po— Q] —

Als erstes halten wir fest, dass Q als Abbildung im linearen Hilbertraum
selbst auch linear Q ist.

Wir wéhlen also eine beliebige Basis B= {Bl, BQ, ey Bk} fiir den Raum
der Eingangszustidnde, wodurch wir jeden Zustand p als Linearkombination
darstellen konnen.

p=>_ NB (1.20)

Aus der Linearitat von Q folgt dann, dass wir die Gatter-Transformation fiir
jeden beliebigen Eingangszustand beschreiben kénnen, falls wir alle trans-
formierten Basiszusténde X o
B = Q(B;) (1.21)
kennen. Dies konnen wir experimentell erreichen, indem wir als Eingangs-
zustande p nacheinander p = BB; priparieren und eine Zustandstomographie
[24] des zugehorigen p’ durchfiithren.
Anschliefsend konnen wir jeden beliebigen Eingangszustand p transfor-
mieren, indem wir p in B; zerlegen, die Transformation der B; rechnerisch

17



1.3 Prozesstomographie Theorie

durchfiihren, weil die Ergebnisse B;' aus der Zustandstomographie bekannt
sind und dann alle B;" wieder zum Zustand p’ zusammensetzen.

Bl — B 81/
By — R — By

p= : : Q : : =7’
B, — — By

Mathematisch konnen wir diesen Gedanken folgendermafien formulieren:
A (1.20) 4 s (Qlin.) A (1.21) - .
Q(p) =" Q0 _NBi) =" NOB) =D NB =5 (1.22)

Dabei konnen wir die transformierten Basiszustinde B; ' in der von der Trans-
formation unabhingigen Basis B; darstellen, was sich spéter noch als niitzlich
erweisen wird.

o) =8/ = S (1.23)

Wir wollen nun kurz der Frage nach der notwendigen Anzahl der zu be-
stimmenden Parameter nachgehen. Um einen beliebigen n-Qubit Eingangs-
zustand p beschreiben zu konnen, brauchen wir im Allgemeinen k = 22"
Basiszusténde. Beispiele fiir mogliche Basen sind:

dj ® O¢r ® cte mlt a-0...3 — {ﬂva-Ia&y?a-Z}v (124)
N——’
k
|l aj| @ |ap)(ap|®@ - mit ag.3={HV,+, R} (1.25)
k

Die Dichtematrix p’ des Ausgangszustands wird dabei durch 22" — 1 reelle
Parameter beschrieben, denn die k& = 22" Koeffizienten einer Basiszerlegung,
wie sie beispielsweise in den Gleichungen (1.24) unf (1.25) dargestellt ist,
werden zuséatzlich durch die Bedingung Sp (BZ "} = 1 eingeschrinkt. Die Ge-
samtzahl der zu bestimmenden freien Parameter (Tabelle 1.2) betrdgt also:

NParameter = 22n X (22” - 1) (126)

Da wir nun in der Lage sind, fiir jeden beliebigen Eingangszustand p
den zugehorigen Ausgangszustand p’ zu bestimmen, fehlt nur noch die Ver-
bindung zur Darstellung von Gattern, die wir am Anfang dieses Abschnitts
behandelt hatten. Wir hatten in Gleichung (1.19) gesehen, dass sich eine all-
gemeine nicht-unitiare Gatter-Transformation Q als Linearkombination uni-
tarer Transformationen schreiben lasst:

=" N UpUl
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Theorie 1.3 Prozesstomographie

‘ Qubits ‘ Basiszusténde ‘ Nparameter
1 4 12
2 16 240
3 64 4032
4 256 65280
n 92n 22n(22n_1)

Tabelle 1.2: Anzahl der freien Parameter Npgrameter zur Beschreibung eines
n-Qubit-Gatters.

Da wir jedoch daran interessiert sind, die Gatter-Operation in einer be-
liebigen, vom Gatter unabhéngigen Basis darzustellen driicken wir U in der
neuen Basis E aus und erhalten mit U; = \/» > Gim Em

m, 1 m,l
~——
Xml
Fiir ein n-Qubit Quantengatter ist x = Xmu = ) ; aima; dabei eine

komplexe hermitesche Matrix mit Dimension 22" x 227, die wegen ihrer Her-
mitizitiat mit 227 x (227 — 1) reellen Parametern beschrieben werden kann.
Damit enthélt sie genau so viele unabhéngige Parameter wie wir nach Glei-
chung (1.26) bendtigen, damit sie alle Informationen iiber das Quantengatter
enthalten kann. Um y zu bestimmen, setzen wir den aus Gleichung (1.23)
bekannten Ausdruck

QB :B Z,uzj

mit Formel (1.27) gleich. Die Basen E,, und B; kénnen dabei selbst gew#hlt
werden und sind deshalb natiirlich bekannt, ebenso wie u;;, das alle Infor-
mationen der Zustandstomographien enthélt.

2 1.23) A 4 1.27 ~ A oA
Zj /Liij ( e ) Q(Bz) ( = ) Em,l Xml Em Bz E‘l]L (1.28)

Die Losung dieser Gleichung ist jedoch nicht trivial, weshalb wir spe-
zielle Basen l’;’l und El wéahlen, um das Problem zu vereinfachen. Auf die
genaue Herleitung [5] zur Berechnung von y werden wir nicht eingehen, da
sie in diesem Zusammenhang zu keinem weiteren Erkenntnisgewinn beitréagt.
Um aber ein Beispiel anzugeben, demonstrieren wir das Verfahren fiir ein 2-
Qubit-Gatter.
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5/ (11)
EI (12)
g/ (13)
g/ (14)

7 (21)
g/ (22)
£ (23)

7 (24)
g/ (31)
g/ (32)
5/ (33)
5/ (34)
5/ (41)
5/ (42)
gl (43)
g/ (44)

1.3 Prozesstomographie Theorie

Nehmen wir dazu an, wir haben fiir die Prozesstomographie des 2-Qubit-
Gatters die 16 Eingangszustinde p;

|HH)(HH |, |HV )(HV |, |H+)(H+ |, |HR)(HR|, |VH)(VH],---

prapariert, also alle Kombinationen aus {H,V,+, R} und jeweils eine Zu-
standstomographie von Q(p;) = p;’ durchgefiihrt mit den Ergebnissen

HH HV H HL VH
p/( ),p'( )7&/( +)’ 7 ( )7&/( )’,“

Um die Rechnungen einfacher zu gestalten, wéhlen wir als Eingangs-Basis
Bi — éz — { g (11)7 5 (12)7 § (13)7 5 (14), f (21), g (22)’ o ;§ (44)}

wobei die Matrizen £ () — 5404 nur eine , 1% an der Stelle (bzeile, CSpaite)
besitzen und sonst nur aus Nullen bestehen.

010 0 000 0

az_ [ 0 000 @ _| 001071
2B. ¢ 0000 § 0000
00 0 0 000 0

Fiir die Operator-Basis E; wihlen wir Kombinationen aus den Pauli-
Matrizen {1, 64, 6y,5.}, also:
Ei=10l EK=1vs, E3=196, Es=1®6, Es=6,01 -

Da wir anstatt der Basiszustinden B; = él die viel einfacher zu prapa-
rierenden p;, = { |HH)(HH|, |HV )(HV|, |H+)(H + |,--- } als Ein-
gangszustiande verwendet haben, miissen wir noch eine zusétzliche Basis-
Transformation durchfiihren, um die gemessenen Dichtematrizen p’ in der
Basis B; darzustellen. Nachdem wir die inverse Transformationsmatrix 77,
aus

7' = Sp(pi B;) = Sp (pi &)

erhalten haben, kénnen wir den Basiswechsel durchfiihren:
P — &= 05Ty
J

Ausgeschrieben, mit W = % und U = %, hat dies folgende Form:

p/ (HH)
?(HV)
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0 o (HE)
-W -W 1 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 =R
-W 0 0 0o -wW 0 0 0 1 o 0 0 i 0 0 0 4
i F -w U L& i W U -W -W 1 i U U i -1 p (VD
v v 1 -i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0 o (VV)
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 = (v
1 s -w -uv i i -w U -U -U 1 —i -W -W i 1 P
/1 (VR)
o -w o 0 o0 -w o 0 0 1 0 0 0 i 0 0 4
-U 0 0 o -U 0 0 0 1 0o 0 0 —-i 0 0 0 o (FH)
3 ; U -w 3 U =W -W -W 1 i U -U —i 1 V)
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0 2
0o 0 0 0o -w -w 1 i 0 0 0 0 0 0 0 0 4
5 5 -vow F F U w U -U 1 —i W W —i -1 o (+R)
0 -U o 0 0 -U o 0 0 1 0 0 0 —i 0 0 T (RH)
0 0 0 o -U -U 1 —i 0 0 0 0 0 0o 0 o0 2 mvy
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 P
o ()
?(RR)




Theorie 1.3 Prozesstomographie

Da jetzt alles gegeben ist, miissen wir nur noch Gleichung (1.28) l6sen, um x
zu erhalten. Wegen der speziellen Wahl unserer Basen kénnen wir die Losung
nun in expliziter Form angeben. Mit

1 0 0 O
. 0010 N . PN . R PN N
e R e 2! ((6:01+6,®6,)® (6.1 +6,®6,))
0 0 01

ist x gegeben durch

é-/(ll) é/(l?)
X = KT él (21) 5, (22) ... K (129>

Um die Bedeutung der Matrix x zu veranschaulichen, wahlen wir das
Phasen-Gatter (Gleichung (1.17)) als Beispiel. Wie wir bereits wissen hat es
die besondere Eigenschaft, dass seine Operation PG unitér ist, weshalb wir
sie als schreiben kénnen als PG [1)) — | ¢) mit

100 O
. 010 0 1. =~
PG = 001 0 —5(11®]1+]1®az+az®11—az®az)
000 —1

Auf eine Dichtematrix p angewendet, erhalten wir also

PG p PG = ((]l@]l)ﬁ( 2l) + (dAese)pdel)+
+6G.91)pdel) - (G.06.)pAx1)+
rdeisdes) + deda)pdes)+ )

Fithren wir einen Koeffizientenvergleich mit Q(ﬁ) = Zm,l Xt Em P EZT
(Gleichung (1.27)) durch, so kénnen wir alle x,,,; (Abbildung 1.3) daraus be-
stimmen.

PGpPG= tdel)pdel) + ildes)pdel) + iG.el)pdel)
(i T (i

X(1,1) = i X(4,1) = Xds,,i1) = i X(13,1) = X(s.1,11) = 1

Interessant an der Zerlegung in Pauli-Matrizen ist auch ein Vergleich mit
dem CNOT-Gatter in dieser Darstellung. Wir kénnen direkt die enge Bezie-

hung der beiden iiber die Transformation (1 ® H) = (1 ® L\E’Z) mit dem

Hadamard-Gatter H erkennen:
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1.3 Prozesstomographie Theorie

11 1X 1Y 1Z X1 XX XY XZ Y1 YX YY YZ Z1 ZX ZY ZZ

11 . 11
X 1X
I\ 1y
1z . 1z
X1 X1 S
XX XX E
=

x
<
x
<
0

K
x

=3
K>
N<P 3
KO

<
2
<
2

VvV

Yz YZ
Z1 . 71
zX zX
zyY zY
7z . . . 7z

11 1X 1Y 1Z X1 XX XY XZ Y1 YX YY YZ Z1 ZX ZY ZZ

B2s o o2

Abbildung 1.3: Die Prozesstomographie-Matrix x,,; fiir das Phasen-Gatter
(1=1, X=6., Y=06, Z=6.).

CNOT=1( 1ol + 1®6, + 601 + 6.®6,)
! ! !

PG=3( 1®l + 1®6 + 601 - §86)

<«

Da wir x nun bestimmt haben, kénnen wir auch neue Operator-Basen

E{wu anstatt der Pauli-Matrizen wihlen. Wir miissen dazu lediglich eine
Basis-Transformation mit x durchfiihren. Mit M,L-;l = Sp (E™" Ej) erhalten

wir das transformierte xy™* aus

X" = M -y - M

Eine interessante n-Qubit Basis ist Ei(P), die durch die Projektoren

(P (P
El( ) — E(2”22+i1 = | B, )(Ai,| mit i=12,...,22" und i1 i2=1,...,2"

definiert ist. Die allgemeine Gatter-Operation (Gleichung (1.27)) fiir diese
Basis lautet

Q(p) = Z X(m,l) Em p AlT = Z X(my,ma, 11,12) | Bing ){ Am, | P | Ay ><Bl2 |

m,l my my, I lg

Falls der Projektor | Ay, )( Aj, | in der Basis von p diagonal ist, konnen die
Eintrage X m,,ms, 1,,1,) Wegen

Q| Ay ) At 1) = Xmyama, tr1z) | Bimg ) By |
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Theorie 1.3 Mafe fiir die Ndhe der Gatter-Operation zum idealen Gatter

als Ubergangswahrscheinlichkeit bei der Gatter-Transformation interpretiert
werden. .

(mq,mg, l1,l9)
[ Amy ) (A | =TT By ) (B |
Fiir die spezielle Wahl von | A,,,, )( A, | = pi, wobei p; einer der Eingangszu-
sténde ist, sind X(m,,my, 1,1, und der Eintrag | By, )( By, | in der gemessenen
Dichtematrix p/ identisch.

Neben den Basen EAZ(P) aus Projektoren wollen wir nun noch eine weitere
wichtige Basis besprechen. Da wir fiir die Basis-Operatoren jede beliebi-
ge unitdre Transformation verwenden diirfen, konnen wir auch die Gatter-
Transformation (z.B. CNOT, PAG,...) als Basis-Operator verwenden. Da der
Wert des zugehorigen Eintrags in y,,,; angibt wie ,,gut das reale Gatter die
unitidre Gatter-Transformation repréasentiert, ist er fiir ein nicht-perfektes
Gatter interessant, weil er dessen Qualitit widerspiegelt.

Das fiithrt uns zu der noch offenen Frage, welche Moglichkeiten es gibt,
ein nicht-perfektes Gatter G’ zu bewerten.

1.3.3 Malfe fiir die Nidhe der Gatter-Operation zum idealen
Gatter

Jedes reale Gatter, von dem wir nun wissen, wie wir es beschreiben konnen,
weicht von der theoretischen Vorlage ab. Es ist daher wichtig, eine Methode
zu finden, mit der wir quantifizieren kénnen, wie gut das reale Gatter das
theoretische, ideale Gatter Qideal reprisentiert.

/3 — Q [ideal] - ﬁ ;deal
17
ﬁ N Q [exp] N pA :jlip

Um so eine Quantifizierung vorzunehmen, benotigen wir allerdings ein
Maf auf dem Raum der Matrizen x,,;, welches wir aber a priori nicht be-
sitzen. Wir konnen aber auf bestehende Mafse zuriickgreifen, wenn wir die
Qualitdt des Gatters iiber die Qualitdt der Zustdnde definieren, die es er-

zeugt.

,5 — Q [ideal] - ﬁ ;deal
] Maf
Ia - Q [eap) - ﬁ Lrp

Nehmen wir als Zustandsmaf die Fidelity, so konnen wir die minimale
Gatter-Fidelity Fy [5] als die minimale Fidelity zwischen einem realen Zu-
stand ﬁ’exp und dem zugehdrigen idealen Zustand p’, , fiir alle moglichen
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1.4. CLUSTER-ZUSTANDE Theorie

Eingangszustinde p definieren. Ist Qli4e@!] durch eine unitéire Transformation
U beschreibbar, so kénnen wir Fy auf folgende Weise darstellen.

Fy(U, Q1) = Miny y (4 |UT QLI |9 ) (0| ) U [) (1.30)

Allerdings muss die Minimierung iiber alle mdglichen reinen Zusténde
| 1) numerisch erfolgen, was die Berechnung von Fy sehr aufwendig macht.

[exp]

mi 21 bewerten, kénnen wir die weiter oben

[ezp]
ml

Um ein Gatter direkt iiber y

in einer Basis, die die ideale

[ezp]
ml

zum Operator B, 0 E}; =G P G aus O gehort, reprasentiert dabei den
Anteil der idealen Gatter-Transformation (¢ am realen Gatter. Er wird mit
Prozess-Fidelity Fp |25] bezeichnet. Auferdem kann die Prozess-Fidelity Fp
auch in folgender Weise geschrieben werden:

schon angesprochene Darstellung von y

Gatter-Transformation G enthélt, verwenden. Der Eintrag aus x.©”, der

Fp = Sp(xlideall . ylewr]) (1.31)

Dadurch wird sie von der Basisdarstellung unabhéngig und leicht zu berech-
nen.

Wir haben also gesehen, dass es mit speziellen Quantengattern moglich
ist, Verschrankung zu erzeugen oder zu zerstoren. Ein solches Gatter, ndm-
lich das schon erwéhnte Phasengatter, haben wir dabei realisiert, um einen 4-
Qubit-verschrinkten Zustand zu erzeugen. Dieser Zustand gehort zur Grup-
pe der Cluster-Zustdinde, auf die wir im n&chsten Abschnitt genauer eingehen
wollen.

1.4 Cluster-Zustande

Die Cluster-Zustinde [6] bilden eine Klasse von Zustdnden, die viele inter-
essante Verschrankungseigenschaften aufweisen. Wir werden zuerst auf ihre
allgemeine Definition und die wichtigsten Eigenschaften eingehen, worauf wir
im Anschluss besonders auf den 4-Qubit Cluster-Zustand eingehen werden,
den wir in einem 4-Photonen-Experiment erzeugen.

Um Cluster-Zustdnde zu definieren, miissen wir zuerst den Begriff eines
Clusters einfiihren. Stellen wir uns dazu ein d-dimensionales Gitter vor, des-
sen Gitterpunkte an manchen Stellen von Qubits besetzt sind, an manchen
nicht. Ein Cluster G ist eine Teilmenge dieser Qubits, die die Eigenschaft
besitzt, dass jedes beliebige Qubit-Paar aus dieser Menge iiber besetzte Git-
terpunkte miteinander verbunden ist (Abbildung 1.4).

24



Theorie 1.4. CLUSTER-ZUSTANDE

HH

Abbildung 1.4: Ein Beispiel eines zweidimensionalen Clusters G.

Ein Cluster-Zustand | ¢{.})g auf einem Cluster G mit n Qubits wird durch
die folgenden n Eigenwertgleichungen festgelegt [3]:

K(a) ’¢{51,€2,...,En} >g = (_1)Ea |¢{€1,€2,.‘.,€n} >g mit &; € {07 1}7 i=1.n

(1.32)

Dabei ist K@ ein Korrelations-Operator, der auf Qubit a die Transfor-
mation &, und auf den benachbarten Qubits b € Nachbar(a) 6, ausfiihrt:

PR S0 (1.33)
be Nachbar(a)

Die Parameter ¢; € {0,1}, i = 1...n geben dabei an, welches Vorzei-
chen der Eigenwert der i-ten Eigenwertgleichung hat. Fiir n Qubits ergeben
sich daraus 2" verschiedene Cluster-Zustinde | ¢ic, o, . .1 ), die alle ortho-
gonal sind und eine Basis fiir den n-Qubit Hilbertraum bilden [3].

Fiihren wir jedoch auf einem der Operatoren K (% folgende lokale unitére
Transformation durch, so kénnen wir das Vorzeichen jeder Eigenwertglei-
chung beliebig dndern:

SO R @O = (Zq)us R0) (1.34)

Daraus folgt, dass alle n-Qubit Cluster-Zustinde | ¢(c, c,.... 0.1 )g, die auf
dem gleichen Cluster definiert sind, unter lokalen Transformationen &qui-
valent sind. Wir kénnen uns also zukiinftig, wenn wir die Verschrankungs-
eigenschaften untersuchen, auf einen Vertreter |C, ) beschrinken, der zum
Beispiel die Eigenschaft {¢} = {0,0,...,0} besitzt:

|Cn) = | d10,0,...01 )G

Um aufserdem nicht immer eine Schar von Eigenwertgleichungen 16sen zu
miissen, gibt es eine direkte Methode, um beliebige Cluster-Zustinde |C, )

zu definieren:
n

—
Wir praparieren alle Qubits des Clusters G im Zustand @), |+) = | ++---+)
und wenden anschliefend den Operator S(g) an. Er besteht aus Produkten
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der P@Y_Operatoren, die auf alle benachbarten Paare des Clusters ange-
wendet werden um diese miteinander verschréanken.

1Ch) = Syl ++-—+) = J[ PP ++--+) (135
a,beGlb—acvy
mit P = % (]1(“) @1 + 6@ 10 1@ o450 — 5@ g &gw) (1.36)

Dabei bezeichnet 4 die einseitige Néchste-Nachbar-Wechselwirkung im
d-dimensionalen Gitter, die nur entlang der Gitterachsen wirkt:

wmm et () O wi(D)(3)- ()

Um zu zeigen, dass Plad) in der Tat die im Zustand |++ ) prédparierten
Paare miteinander verschrankt, schreiben wir ihn fiir zwei Qubits aus. Da-
bei erhalten wir die Phasengatter-Transformation PG, von der wir bereits
aus Abschnitt 1.3 wissen, dass sie den separablen Zustand |++) in einen
BELL-Zustand transformiert und damit den kleinsten Cluster-Zustand |Cs )
erzeugt.

100 0
. 1, . - 010 0
12 _ L . s 5\ —
P sAeit+e0l+ies —6.94) 001 0
000 —1
(1.37)

Damit liefert diese Art der Definition von Cluster-Zustinden gleichzeitig
schon eine Anleitung zur experimentellen Erzeugung. Wir wollen diesem
Thema aber nicht vorgreifen, da wir im néchsten Kapitel ausfiihrlich auf
das Experiment eingehen werden.

Um die Cluster-Zustinde etwas anschaulicher zu machen, sind in Tabelle
1.3 einige Beispiele fiir Cluster-Zustinde angegeben. Der |Cq ) ist, wie wir es
wegen P12 = PG erwarten, dquivalent zum BELL-Zustand | ¢™ ). AuRer-
dem sind der GH Z3-Zustand und der Cluster-Zustand fiir drei Qubits dquiva-
lent unter lokalen unitéren Transformationen, welche wir mit ,,=r,“bezeichnen
wollen (|C3) =r |GHZ3)). Fiir vier Qubits gehoren sie jedoch verschiede-
nen Verschrankungs-Klassen an, worauf wir spater noch stofsen werden. Auch
die beiden in Tabelle 1.3 angegebenen Cluster-Zustinde |C4) und |Caq ), die
aus verschiedenen Clustern |C4) entstehen, sind dquivalent. Darum ist der
Cluster-Zustand fiir vier Qubits eindeutig festgelegt.

Wir wollen uns nun den Verschrankungseigenschaften der Cluster-Zustdinde
zuwenden. Dazu betrachten wir einen beliebigen n-Qubit Clusters G,,, auf
dem ein Cluster-Zustand |C,, ) definiert ist. Fithren wir auf dem Rand-Qubit
n eine Messung in der ¢,-Basis durch, so erhalten wir wieder einen Cluster-
Zustand | Cp—1 ) mit n—1 Qubits. Um dies zu zeigen betrachten wir die Defi-
nition von | C,, ) und zerlegen den n-Qubit-Verschrénkungs-Operator Sg, ) in
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Cluster G ‘ Zustand |Cy, ) ‘
oo |Ca) = %(\Oﬂﬂl—ﬂ

o—o—o 1C3) = %(\+0+>+|—1—>)

o—o—o—o 1Cay = L(|+040) +[+0-1) +|-1-0) +|-1+1))
11 1Cig) = S (|+04+0) +[-0—1)+[=1-0) + |+1+1))

Tabelle 1.3: Beispiele einiger Cluster-Zustinde |Cy, ).

einen (n — 1)-Qubit-Verschrankungs-Operator mal einem Produktterm, der
aufgrund der Messung in der &,-Basis keine Verschrankung erzeugt. Aus

1Cn) = Sy | +++)= |Sg [ P 1+++),

1€G|n—i€vyq

zusammen mit einer Messung von ,,( H/V | am n — ten Qubit,

LH| PO = (1| % (i+60 460 60 0 6) =10 & (|
AV PO = 60 @ (V]
erhalten wir schlieflich:

n<V|Cn> :H‘}gi) ’Cn—1>:0’cn—1>

Aus diesem Grund kénnen wir jeden n-Qubit Cluster-Zustand durch n—2
Messungen in der 6.-Basis auf |Cy ) = | Bell ) reduzieren:

(6:]
1Cn) — [Cp1)

Daraus folgt, dass Cluster-Zustinde eine mazimale Connectedness [6] besit-
zen.

Ein n-Qubit-Zustand besitzt mazimale Connectedness, wenn zwei belie-
bige Qubits m,l € {1...n} mit Gewissheit auf einen reinen BELL-Zustand
projiziert werden kénnen.

Nachdem wir jetzt einige Eigenschaften der Cluster-Zustinde im Allge-

meinen kennen, betrachten wir von nun an nur noch den 4-Qubit Cluster-
Zustand | Cy ):

|Ca) :%(|+0+0> +[+0—-1) +[-1-0) +|-1+1))
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Dabei wollen wir noch die Transformation (H ® 1 ® 1 ® H) mit dem
Hadamard-Gatter H = L\g’z auf ihn anwenden, damit er in seiner Form
dem Zustand entspricht, wie er im Experiment, das in Kapitel 2 beschrieben
wird, erzeugt wird. So gelangen wir zu folgender Darstellung des transfor-
mierten Cluster-Zustands \640), in der wir die vier Qubits mit a, b, ¢ und
d bezeichnen wollen:

1
|C4O> = 5 (| 0000>abcd + | 0011 >abcd + | 1100>abcd - | 1111 >abcd)

Um den |C 40 ) genauer zu charakterisieren, betrachten wir sein Verhalten
bei Messung eines Qubits in der 6, und &, Basis. Dabei miissen wir beachten,
dass durch die Anwendung des Hadamard-Gatters die Rollen von 6, und &,
fiir den |C,” ), im Vergleich zu | Cy), teilweise vertauscht sind:

(clle® ey =(C|(AoioieH) 6™ (Heleole H)|Cy) =
= (Cs| 6 |Cs)

Wie aus Tabelle 1.4 ersichtlich, erhalten wir bei einer Messung an |C4O>
in der &,-Basis einen biseparablen Zustand der Form |0/1)®| ¢* ), withrend
wir bei einer Messung in der 6,-Basis einen zu | GH Z3 ) dquivalenten Zustand
bekommen. Bei Verlust eines Qubits erhalten wir einen gemischten Zustand,
der aus allen moglichen Restzustédnden einer Messung in der 6,-Basis besteht.
Wir kénnen also durch die Messung eines einzelnen Qubits die Verschrankung
des Zustands nicht vollstéindig zerstéren. Damit unterscheidet sich der |C,°)
vom |GHZ,) = %(! 0000) + |1111)), der bei Verlust eines Teilchens auf

den separablen gemischten Zustand 3|000)(000 | + 5|111)(111| projiziert
wird.

Fiihren wir eine zweite Messung am Cluster-Zustand | C° ) durch (Tabelle
1.4), so kénnen wir den Zustand durch zwei Messungen in der ¢,-Basis vollig
entschrinken. Seine Persistency P, ist deshalb P, = 2. Allgemein kann man
zeigen, dass n-Qubit Cluster-Zustinde eine Persistency von P, = § besitzen
6]

Die Eigenschaften des Cluster-Zustands beziiglich einer Messung an ei-
nem oder mehreren Qubits sind noch einmal in Tabelle 1.5 zusammengefasst.

Cluster-Zustinde sind eindeutig iiber einen Satz von Eigenwertgleichun-
gen (Gleichung (1.32)) mit dem Korrelations-Operator K@ festgelegt. Fiir
den |C4 ) bedeutet das, dass sdmtliche Korrelationen, die keinen Erwartungs-
wert von null haben, durch

(&x®&z®ﬂ®ﬂ)|(}4> = |Cyq)
(6.6, @6, 1) |Cs) = |C4)
1®6.06,®6.)|C) = |Cy)
Aeilws. ®6.)|C) = |Cs)
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(
(

c/d< 0 | C4O >abcd
(1€ Yabea

Messung eines Qubits

—5(1000) +011)) =0}, ® [¢T ea
5 (1100) = [111)) = |1),,, ® ¢ )ea
|¢+ >ab®‘0>d/c
|d)_ )ab ® | 1>(1/c

75 (H00) +[=11)) =0 [GHZ3 ) eiyne
75 (H11) +1200)) pegymea
J5(1004) +111-)) 0w
Z5(100=) +1114+) e

|0>b/a®|¢+ >cd ]

|1>b/a® |¢7 >cd
16T )ab®10),, @

|¢7 >ab ® ‘ 1 >d/c

00|c,’
e
o1|¢c
10|cp

ab/cd abcd

ab/cd abed
ab/cd abcd
abed
00(c
o1|¢c
10|cp
11] cf

ad/be abed

ad/be abed

ad/bc abcd

(
(
(
abyeal
(
(
(
(

e e e

ad/be abed

a/belFE |c4
(—£ |

abcd

\/v

ad/bc abcd

SPyea (1C2)(CE )

SPoc/ad /be/ba (|CO >(CO )=

Messung an zwei Qubits

J5(100) +|11)) =
(100) — [11)) =
0
0

|00
|01
|10
|11

‘ ¢+ >cd/ab

‘ ¢ >cd/ab

be/ad
be/ad
be/ad

~ ~— ~— ~—

be/ad
I 00 cd/ab

|11
I 11 cd/ab

)
|00>cd/ab

>cd/ab

)

I d)(ii) >bc/ad
| 7/’@ >bc/ad

(100) & [11) ). o/ap
|00) W [01) W [10) & |11)

Tabelle 1.4: Ergebnisse einer Messung bzw. mehrerer Messungen am trans-
formierten Cluster-Zustand \C4O). Dabei bedeutet Sp;/;, dass die partielle
Spur tiber Qubit i oder Qubit j gebildet wird. Das Symbol ,| A) W | B)* =
$(|A)(A|+|B){B|) bezeichnet eine inkoh#rente Mischung zu gleichen Tei-

len.

und alle Produkte die wir daraus bilden konnen beschrieben werden. Ins-
gesamt erhalten wir dadurch 16 mégliche Korrelationen (Tabelle 1.6), deren
jeweilige Korrelations-Operatoren zusammen die Gruppe der Stabilizer S bil-

den [26]. Fiir die Stabilizer-Operatoren Sy, gilt:

m|1/}> =
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Q@
°e ©
®

®
[><]
® ® © O

|
9
®

I

2(/0000) +0011) +[1100) — [ 1111)) 1 cq

1004) + [ 11=))ape

5 (
V2
|¢$>bc/|¢$>bc
= ’(z’ét))aC/’w%)ac

=]

Il

P

|¢+>ab|0>c/ |¢_>ab|1>c

= [00)ac, |01 )ac, | 10)ac und |11 )ac ... separabel

N ©
N [
I

® ®
©
©
[~]

- - ?| = Mischung aus |¢™ )ap | 0)c und | ¢1 )ap | 1)e
(@ (© = Mischung aus |00 )ac, |01 )ac, |10 )ac und | 11)ac

... dquivalent zu |GHZ3)

...separabel

Tabelle 1.5: Zusammenfassung des Verhaltens des | C,” ) bei lokalen Messun-

gen am Qubit @ in der = G, bzw. = &, -Basis oder bei Verlust
eines Qubits .

k Stabilizer Sy, k Stabilizer Sy,

1| 6, ®6, @6, 1 9| 6, 6,06, R 6,
2| 6, 6,01 @6, |10] 6, 6,01 1
3| 6, 6,06, 26, 11| 6. ® 1 ®6, ® 6
4] 6, ®6,06,06, | 12| 6.0 1 @6, ® 5,
506y 6, 6,06, |13 1 ©6.06, 6,
6| 6, ®6, 06,6, | 14| -1 ®6,®6,® b,
T -6, 06,061 |15 1 916 4.
8| 6,06, 1 26, (16| 1 oleileil

Tabelle 1.6: Alle 16 Stabilizer-Operatoren des 4-Qubit Cluster-Zustands
1C°).

Alle anderen Korrelationen haben Eigenwert null. Diese besondere Ei-
genschaft konnen wir uns im Experiment zunutze machen, um die Fidelity
des |C4O) zu berechnen. Haben wir einen beliebigen Zustand p gegeben und
wollen dessen Fidelity F mit | C4O) berechnen, so zerlegen wir p in eine Basis
aus Pauli-Matrizen und kénnen sofort vereinfachen, da nur die 16 Stabilizer-
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Terme einen Beitrag liefern.

3
7::<C4O|P|C4O> mit P=16 Z Aijkl 0i @ 05 @ O @ 07
i,5,k,1=0
1 3
F:wa\ HZ Nijki 6: ® 6 @63 @61 1C°)
Za]vkvl:()
1 16
F=1 (CO1 D) AmSm [CL) (1.38)
m=1
1 16
F=1 mZ::lAm mit Ay, = Sp (5 Sm) (1.39)

Die Fidelity von p an | C ) ist also ausschlieRlich durch den Erwartungs-
wert der 16 Stabilizer-Operatoren gegeben. Da diese jeweils einer lokalen
Messung entsprechen, bendtigen wir also nur 16 Korrelations-Messungen,
um F zu bestimmen. Das ist ein grofser Vorteil gegeniiber einer Zustand-
stomographie, fiir die wir 81 Korrelations-Messungen bendtigen, um p zu
bestimmen und daraus die Fidelity zu berechnen.

Neben den Eigenschaften der Cluster-Zustinde wie der Connectedness,
Persistency und der Beschreibung durch Stabilizer, haben wir in den Glei-
chungen (1.35) und (1.37) auch schon eine ungefdhre Anleitung zur experi-
mentellen Erzeugung bekommen. Diesen Weg wollen wir jetzt weiter verfol-
gen und aufzeigen, wie ein Cluster-Zustand im Experiment realisiert werden
kann.
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Kapitel 2

Experimentelle Erzeugung des
Cluster-Zustands mit Hilfe
eines Phasengatters

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der experimentellen Erzeugung des Cluster-
Zustands | C°) in einem 4-Photonen-Experiment. Wir werden zuerst einen
moglichen Weg der Erzeugung mittels eines probabilistischen Phasengatters
aufzeigen und uns anschliefend auf Aufbau und Justage des Experiments
konzentrieren. Dabei demonstrieren wir auch die Moglichkeit einer Charak-
terisierung des Phasengatters mit der in Kapitel 1.3 eingefiihrten Prozess-
tomographie.

Betrachten wir den Cluster-Zustand in folgender, schon bekannter Form
1CP)=|HHHH)+ |HHVV )+ |VVHH)-|VVVV) (2.1)
und vergleichen ihn mit dem Produkt von zwei BELL-Zustanden

oY@ [¢T)=(HH)+|VV))@(HH)+|VV))=

= |HHHH) + |HHVV) + |VVHH)+|VVVV) (2.2)

so féllt auf, dass der einzige Unterschied zwischen den beiden Zustdnden
durch den Phasenfaktor des | VVVV )-Terms gegeben ist. Um diese Phase
zu erzeugen benotigen wir folgende Transformation:

|HHHH Yopeq — |HHHH )gpeq
|HHVV Yapea — |HHVV )aped
‘ VVHH)ade e ‘ VVHH >abcd
[VVVV )abed — —|VVVV )abed

Wie wir sehen, entspricht dies einer Phasengatter-Operation PG (Gleichung
(1.17)), angewendet auf die Qubits b und c. Diese Vorgehensweise, den | C")
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zu erzeugen, wurde uns schon in den Gleichungen (1.35) und (1.37) nahe ge-
legt. Dort haben wir gesehen, dass sich der Cluster-Zustand, bis auf lokale
Transformationen, durch drei Phasengatter-Operationen Pplab) pbe) pled)
auf den Zustand |++++ )aped erzeugen lasst:

|Cy) = PEP) . pBe) DD | p gy iy hea = PP 65 )ab @ |68 )ea (2.3)

Wir benétigen also zur Erzeugung des |C4O) zum einen eine Quelle, die
die beiden Zusténde | ¢ )ap, und | ¢ )cq erzeugt, und zum anderen ein kon-
trolliertes Phasengatter:

Phasengatter
—

’VV>bc _|Vv>bc

Experimentell konnen wir dies mit dem in Abbildung 2.1 dargestellten Auf-
bau verwirklichen:

A “

A4 YV

d Typ I a
IF (A=3nm) .’ SPF IF (A=3nm
A4 A2 ( )

UV-Pulse SBG
b

M2 IF (a=2nm)
. PBS

PSTR g2 POTR
T,=1/3 T,=1/3
=1 Tv=1

" -

kontrolliertes Phasengatter

W

S

Abbildung 2.1: Gesamter Versuchsaufbau zur Erzeugung des |C4O ).

Wir wollen einen kurzen Uberblick iiber das Experiment geben:

Ein UV-Puls trifft auf einen BBO-Kristall, wo durch spontane parame-
trische Fluoreszenz (SPF) zwei polarisationsverschriankte, infrarote Photo-
nen orthogonaler Polarisation (EPR-Paar) erzeugt und in die Moden a und
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b emittiert werden. Die beiden Photonen werden in Monomoden-Glasfasern
eingekoppelt und dort in den Zustand | ¢™ ).}, transformiert.

Durch einen UV-Spiegel M wird der UV-Puls zuriick in den BBO-Kristall
reflektiert, wo er ein weiteres EPR-Paar erzeugt, das in die Moden ¢ und d
emittiert wird und ebenfalls durch Monomoden-Glasfasern in den Zustand
| ¢T )ea iibergeht.

Waéhrend die Photonen in den Moden a und d iiber Interferenzfilter IF
(AX = 3nm) direkt zur Polarisations-Analyse gelangen, werden die beiden
Photonen in den Moden b und c, auf die wir die Phasengatter-Transformation
anwenden miissen, auf einem speziellen Strahlteiler PS7T, der die zentrale
Rolle fiir das Phasengatter spielt, zur Interferenz gebracht. Nach einer polari-
sationsabhéngigen Abschwéchung durch die beiden Strahlteiler-Pléattchen
PSTPy /2 wird hinter den Interferenzfiltern IF (AX = 2nm) ebenfalls ei-
ne Polarisations-Analyse durchgefiihrt, zu der das Halbwellen-Pléttchen
(A/2) und Viertelwellen-Plittchen (\/4) sowie ein polarisierender Strahl-
teiler PBS gehoren.

Wir werden uns zunéchst mit der Erzeugung der beiden EPR-Paare ge-
nauer befassen und anschliefsend detailliert auf das Phasengatter eingehen.

2.1 Erzeugung zweier EPR-Paare mit gepulster Typ-
II Downconversion

Als Quelle fiir polarisationsverschriankte Photonen verwenden wir sponta-
ne parametrische Fluoreszenz in einem BBO-Kristall (8-Barium Borat) mit
Typ-II Phasenanpassung, eine Methode, die schon in zahlreichen Experimen-
ten verwendet wurde [27, 28, 29|.

Dabei verwenden wir als Pumplaser einen frequenzverdoppelten, gepul-
sten Ti:Sa-Laser mit einer zentralen Wellenlédnge von 390nm und einer mitt-
leren Leistung von ca. 700mW (Abbildung 2.2). Die Pulslédnge betrégt 130 fs
bei einer Wiederholungsrate von 82M H z.

130 fs
0,039 mm
1l 82 MHz i
N 37m o

Abbildung 2.2: Frequenzverdoppelter Ti:Sa-Laser mit Wellenlinge A\ =
390nm und mittlerer Leistung P = 700mW .
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Bei der spontanen parametrischen Fluoreszenz wird ein Pump-Photon in
einem spontanen, nicht-linearen Prozess in zwei infrarote Photonen umge-
wandelt. Diese haben durch die Typ-II Phasenanpassung [30, 27| ordentliche
bzw. aufserordentliche Polarisation, was in unserem Experiment | V') bzw.
| H) entspricht.

A
H)D\Ll extraordinary
UV - oy
pump
(390nm) beam — b
Pump— Ao BBO crystal
photon v

ordinary

Abbildung 2.3: Energicerhaltung Abbildung 2.4: Emissionskegel fiir

bei der spontanen parametrischen o .qentliche und auferordentliche
Fluoreszenz:

. . ) bzw. |V )- und | H )-polarisierte
390nm — A1 T A Photonen mit Schnittgeraden a
und b.

Aufgrund der Energieerhaltung (Abbildung 2.3) und der Impulserhal-
tung konnen die beiden Photonen, abhéngig von ihren Polarisationen und
Wellenléngen, nur jeweils in einen kegelférmigen Raumwinkelbereich emit-
tiert werden. Bei geeigneter Orientierung des BBO-Kristalls iiberlappen sich
die Emissionskegel fiir die beiden Polarisationen, so dass zwei Schnittgera-
den a und b existieren (Abbildung 2.4). Selektieren wir nun alle Photo-
nen, die sich entlang dieser beiden Geraden bewegen, indem wir dort in eine
Monomoden-Glasfaser einkoppeln, so wihlen wir iiber den Raumwinkelbe-
reich auch gleichzeitig bestimmte Wellenléngen-Bereiche. In unserem Expe-
riment betrachten wir den entarteten Fall, bei dem die mittlere Wellenléinge
fiir beide Photonen bei A = 780nm liegt. Da wir durch die Monomoden-
Glasfaser nur Photonen einsammeln, die sich entlang der Schnittgeraden
bewegen, ist es nicht mehr moglich zu unterscheiden, aus welchem Emis-
sionskegel das Photon stammt und welche Polarisation es hat. Wir wissen
nur, dass das eine Photon die zum anderen Photon orthogonale Polarisation
haben muss. Dadurch erhalten wir als Zustand |1 ) eine Superposition der
beiden Moglichkeiten:

|0) =|H)a®| V), + ?|V)a®|H)p

Durch zwei doppelbrechende Kristalle vor den beiden Faserkopplern kann
die Phase ¢ angepasst werden, so dass wir den Zustand

|¢+>:|HH>ab+|VV>ab
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erzeugen konnen. Dazu miissen wir die beiden Glasfasern, die zur Polarisations-
Analyse fiihren, so ,einstellen, dass die Polarisationen | H ) und | V') erhal-
ten bleiben, wihrend wir mit den beiden Glasfasern, die in das Phasengatter
fithren, die beiden Polarisationen | H ) und | V') gegeneinander vertauschen
(|H) = |V), |V)— |H) ). Diese ,Einstellung” der Glasfasern kénnen
wir durch die geeignete Positionierung von drei beweglichen Faserschlaufen
erreichen, in denen durch Spannungsdoppelbrechung eine polarisationsab-
hiingige Phase erzeugt wird. Der Zustand | ¢T ), der auf diese Weise erzeugt
wird, weist in der 6,-Basis Korrelationen von K5, ~ 0,94 und in der ¢ .-Basis
von K5, ~ 0,98 auf.

Da wir aber zur Erzeugung des Cluster-Zustands | C° ) zwei | ¢T ) benéti-
gen und wir ein zweites identisches Setup vermeiden wollen, bietet es sich an,
den Pumplaser mit einem UV-Spiegel in den BBO-Kristall zuriick zu reflek-
tieren. Dadurch wird ein zweites Photonen-Paar in der ,Riickwértsrichtung’
in den Moden ¢ und d erzeugt (Abbildung 2.5).

BBO a

uv- Spiege/p_",,,,

Abbildung 2.5: Erzeugung eines zweiten EPR-Paares durch Reflexion des
Pumplasers mit Hilfe eines UV-Spiegels.

Um die Strahltaille des Pumplasers fiir beide Kristall-Durchgidnge mog-
lichst nahe am BBO-Kristall zu haben, muss der Spiegel, im Vergleich zur
Rayleigh-Lange von ~ 30cm, nahe an den BBO-Kristall herangebracht wer-
den, da wir zusétzliche optische Elemente vermeiden wollen. Er darf aber
gleichzeitig die in ,Vorwéartsrichtung* erzeugten Photonen nicht beeintréachti-
gen, weshalb seine Breite durch den Offnungswinkel von ~ 3°, unter dem die
verschrinkten Photonen emittiert werden, begrenzt wird (Abbildung 2.5).
Also wahlen wir fiir diesen Spiegel eine Breite von 3mm um ihn in einer
Entfernung von 3e¢m vom BBO positionieren zu kénnen.

Auf diese Weise kénnen wir jeweils ca. 1700 bzw. 1200 EPR-Paare /Sekunde
in den Moden a und b, sowie in ¢ und d detektieren (Tabelle 2.2). Der Grund
fiir die niedrigere Zéahlrate in den Moden c und d liegt hauptséchlich in dem
Verlust an Intensitéit, den der UV-Puls durch Streuung beim Durchlaufen
des BBO-Kristalls erleidet.

Die Detektion findet in der Koinzidenz-Basis statt. Das bedeutet, dass nur
diejenigen Paare gezéhlt werden, bei denen beide Photonen innerhalb eines
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’ Mode ‘ Zahlrate ‘ Moden Koinzidenz-Zahlrate ‘
a 83 000 /s ab 1700 /s
b 25 000 /s cd 1200 /s
c 21 000 /s bc 6,9 /s
d 63 000 /s abcd 2,9/min

Tabelle 2.1: Zéahlraten fiir Tabelle 2.2: Gemessene Ziahlraten
Einzel-Photon-Detektionen in fiir Koinzidenzen zwischen mehreren
den verschiedenen Moden. Moden.

zeitlichen Koinzidenzfensters in zwei unterschiedlichen Moden vom Detek-
tor erfasst werden. Das Koinzidenzfenster ist mit 4ns® so grof gewihlt, dass
leicht unterschiedliche Wegléngen von der Erzeugung bis zur Detektion keine
Rolle spielen, dass aber Photonen, die aus verschiedenen UV-Pulsen stam-
men und dadurch einen Abstand von 12ns haben, keine Koinzidenz erzeugen
kénnen.

Durch die Detektion in der Koinzidenz-Basis kénnen wir den Beitrag
von Einzel-Photonen vernachlassigen, die entweder nicht paarweise emittiert
wurden oder deren Partner-Photon nicht detektiert wurde. Das sehen wir an
der folgenden Uberlegung:

Die Einzel-Photon-Zéhlrate liegt bei ca. s; &~ 73 000 Photonen pro Sekun-
de fiir die Moden a und d und bei ca. so ~ 23000 pro Sekunde fiir Moden
b und ¢ (Tabelle 2.1). Auf z = 8,2 x 107 UV-Pulse pro Sekunde verteilt
ergibt das eine Erzeugungswahrscheinlichkeit von P; = 21 ~ 8,9 x 10~ und
Py =7 ~ 2,8x 10~* pro Puls. Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei unab-
héngige Photonen in den Moden a und b bzw. d und ¢ mit dem gleichen
UV-Puls erzeugt werden, liegt demnach bei P x P, = 2,5 x 10~7, woraus
sich eine Zahlrate von ~ 20,5/s fiir zuféllige Koinzidenzen ergibt, die ver-
nachlissigbar gegeniiber den korrelierten Photonen-Paaren (= 1500/s) ist.

Um die zwei EPR-Paare, die von unserer Quelle (Abbildung 2.6) im Zu-
stand | o1 ) erzeugt werden, in den Cluster-Zustand |C,° ) zu transformieren,
benotigen wir jetzt noch den zweiten wichtigen Bestandteil des Experiments,
das Phasengatter.

Y4ns < 1,2m
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Erzeugung des Cluster-Zustands 2.1. ERZEUGUNG DER EPR-PAARE

Abbildung 2.6: Photographie der Quelle, mit der zwei verschrinkte
Photonen-Paare im Zustand | ¢™ ) erzeugt werden.
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2.2. DAS PHASENGATTER Erzeugung des Cluster-Zustands

2.2 Das Phasengatter

Wegen der sehr schwachen Photon-Photon-Wechselwirkung ist es schwierig,
ein kontrolliertes Phasengatter zu realisieren. Es gibt jedoch eine M6glichkeit,
die ausschlieflich auf linearer Optik basiert. Die Idee ist der von RALPH et
al. [31] sehr dhnlich, jedoch etwas vereinfacht.

T=1/3 R=2/3

Abbildung 2.7: Der Strahlteiler S7.

Um die Funktionsweise des Phasengatters zu erldutern, betrachten wir
einen Strahlteiler S7 (Abbildung 2.7) mit Eingangsmoden b und ¢ und
Ausgangsmoden b’ und c’. Er besitzt die Eigenschaft, dass Photonen, die
sich in den Moden b oder ¢ befinden, mit der Wahrscheinlichkeit 7" = 1/3
transmittiert und dementsprechend mit Wahrscheinlichkeit R = 2/3 reflek-
tiert werden.

Die Transformation dieses Strahlteilers, mit b' und &' als den Erzeuger-
Operatoren eines Photons in den Moden b und c, lautet:
oh

. q— - q—
ARNCERN Y U

a- - a .
d ST FrotyiTEeh

Wir lassen nun an diesem Strahlteiler zwei Photonen aus beiden Ein-
gangsmoden miteinander interferieren, weshalb wir auch von einem Uber-
lappstrahlteiler sprechen werden. Es handelt sich dabei um eine Interferenz
zweiter Ordnung. Das bedeutet, dass der Fall ,beide Photonen werden trans-
mittiert* mit dem Fall ,beide Photonen werden reflektiert” interferiert. Au-
ferdem verwenden wir, dass die Analyse in der Koinzidenz-Basis stattfindet,
weshalb nur Koinzidenzen zwischen den Moden b’ und ¢’ beobachtet wer-
den. Aus diesem Grund liefern die Terme b’'6"' und ¢ /Té’ , bei denen zwei
Photonen in Mode b aber keines in ¢ detektiert werden bzw. umgekehrt,
keinen Beitrag. Wir erhalten:

. a . a_ .+ 9 . -
ptet = ST, ( %b’T—l—i %c’T)( %C’T—i—i Qb/T):
N At oa a_ - N
_ vptet —a oyt Sy grtprt oty
Km’nziﬁ)nzen _% bA,TCA,T (24)



Erzeugung des Cluster-Zustands 2.2. DAS PHASENGATTER

Wir haben also auf diese Weise eine Phase 7 auf dem Eingangszustand

erzeugt. Falls wir diese Phase auch polarisationsabhéngig erzeugen kénnen,
sind wir am Ziel.

Tg =1 Ry =0
Abbildung 2.8: Der polarisationsabhéngige Strahlteiler PST.

Darum modifizieren wir die Eigenschaften des Strahlteilers noch weiter.
Fiir | V') soll weiterhin Ty, = 1/3 und Ry = 2/3 gelten, fiir | H ) jedoch soll
Ty = 1 sein. Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass ein solcher Strahlteiler,
den wir mit PS7 (Abbildung 2.8) bezeichnen wollen, die gewiinschten Ei-
genschaften hat.

PST
ot .t PST

X PST b Gt o G - Koinzid - ~F -
b;{ CJ{/ b/L( %C/;r/ +i %b,;[/) omzidenzen %b/irt[ Cli/
NI PST - - N R Koinzid - -t -
o el T (CRE i aereny Memdasen Sapd o
24 PST Koinzid AT
bTV cI/ —>  Analog zu (Gl.2.4) gz 1 b’:/ c’I/

Wie wir sehen, bekommen wir, wie erwiinscht, nur fiir den | V'V )-Term
eine Phase. Wir haben damit die richtige Transformation durchgefiihrt. Al-
lerdings miissen die unterschiedlichen Koeffizienten noch angeglichen werden.

Zu diesem Zweck befinden sich die zwei Strahlteiler-Plattchen PST P,
und PS7 P, in den beiden Ausgangsmoden b’ und ¢’. Diese entsprechen in
ihren Eigenschaften dem um 90° gedrehten PS7T, so dass wir in Transmission
folgende Transformation erreichen:

V)= |V) und ]H>—>13]H)

Fiir zwei Photonen in den Moden b’ und ¢’ erhalten wir durch die Strahlteiler-
Plattchen dann folgende Transformation:
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2.2. DAS PHASENGATTER Erzeugung des Cluster-Zustands

PSTP s

by P LBy
. “ g_ . .
by et P T e
At oA A— ~+ -
QPG
by P g e

Die reflektierte Mode des Strahlteiler-Plattchens wird dabei nicht beriick-
sichtigt, da wir nur an einer polarisationsabhéngigen Abschwichung inter-
essiert sind. Fiir den Uberlappstrahlteiler PST und die beiden Strahlteiler-
Plittchen PSTP; /o zusammen lautet die Operation des Gatters dann fol-
gendermafsen:

£ 00 0
ST PsTPy = | 03 0 0 | _1pg
PST -PSTPyy = | o & I (2.5)
000 —3
p — +PGpPG (2.6)

Betrachten wir die Gatter-Operation, so féllt auf, dass aufgrund der Am-

plitude % die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eingangszustand korrekt trans-

formiert wird nur % betragt. Unser Phasengatter arbeitet also probabili-
stisch. Mit einer Wahrscheinlichkeit von % befinden sich beide Photonen in
der gleichen Ausgangsmode, weshalb es zu keiner Koinzidenz kommen kann.
Darum wird die Qualitdt des Gatters nicht beeintriachtigt, wenn wir in der

Koinzidenz-Basis analysieren.

Das vollstéandige Phasengatter ist in Abbildung 2.9 abgebildet. Es sind
darin zusétzlich einige Komponenten der Polarisations-Analyse dargestellt,
wie die Halbwellen-Plattchen (A\/2), Viertelwellen-Plattchen (A/4) und In-
terferenzfilter (IF) der Breite AX = 2nm, sowie polarisierende Strahlteiler
(PBS). Die Wellen-Plattchen ermoglichen die Wahl der Polarisation, die mit
dem polarisierende Strahlteiler (PBS) analysiert wird. Auf die Bedeutung
der Interferenzfilter werden wir im néchsten Abschnitt genauer eingehen.

Um auch einen Eindruck vom realen Phasengatter zu vermitteln, ist in
Abbildung 2.10 eine Photographie des Aufbaus zu sehen.
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Phasengatter

e

M2 ANV Y
M4 <./ Strahlteiler-Plattchen N\~ /4
IF (A=2nm) 00 (=1, T=1/3) < _IF (A=2nm)

PBS X ¥ oo | PBS
T

>

e 8

Abbildung 2.9: Schematischer Aufbau des Phasengatters mit Polarisations-
analyse.

2.2.1 Eigenschaften des Phasengatters

Das Phasengatter kann jedoch nicht nur als solches verwendet werden, son-
dern kann auch zur wvollstdndigen BELL-Zustands-Analyse genutzt werden.
Wie wir in Gleichung (1.18) schon gesehen haben, transformiert das Phasen-
gatter den separablen Zustand |++ ) in den verschréinkten Zustand | ¢,) =
| H+) + | V—). Da es sich um eine unitére Transformation handelt, ldsst sie
sich auch umkehren, indem wir das Phasengatter auf | ¢, ) = | H+) +|V—)
anwenden und den separablen Zustand |++ ) erhalten. Untersuchen wir die
Ergebnisse auch fiir die folgenden drei verschrankten Zusténde, so erhalten
wir immer einen separablen Zustand:

68) = 1H+) +1v=) TS |44y
165) =) —[v=) £& 1)
gy =)+ vy 24 o)
Wp)=H-) vy P4 )

Somit sind wir in der Lage, durch Messungen in der 6,-Basis alle vier BELL-
Zustdnde anhand der jeweiligen Koinzidenz voneinander zu unterscheiden.
Wir kénnen das Phasengatter also zur vollstindigen BELL-Zustands-Analyse
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2.2 FEigenschaften des Phasengatters Erzeugung des Cluster-Zustands

Abbildung 2.10: Photographie des realen Phasengatters: Die Glasfasern Fy,
und Fp leiten die Photonen, die in der Quelle (Kapitel 2.1) erzeugt werden, in
das Phasengatter. PST bezeichnet den Uberlappstrahlteiler und PS7TP; /2
die beiden Strahlteiler-Plédttchen in den Moden b und c. Zur Polarisations-
analyse gehoren die beiden A\/2— und \/4-Plattchen, sowie die Interferenz-
filter IF und der polarisierende Strahlteiler PBS.

verwenden, was fiir verschiedene Anwendungen in der Quanteninformation
sehr niitzlich ist. Zum Beispiel ermdéglicht es uns ein Verschrdnkungstransfer-
Experiment durchzufiihren, auf das wir in Kapitel 4 noch einmal kurz ein-
gehen werden.

Die Effizienz fiir eine vollstdndige BELL-Zustands-Analyse liegt, wie wir
oben schon gesehen haben, bei é . Das erscheint auf den ersten Blick we-
nig, doch ist derzeit kein Experiment bekannt, das mit linearer Optik alle
vier BELL-Zustdnde unterscheiden kann und dabei eine héhere Effizienz als
i erreicht. Auferdem kénnen diese optimalen BELL-Zustands-Analysatoren
nicht als Phasengatter verwendet werden, was aber fiir unser Experiment

erforderlich ist.
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Erzeugung des Cluster-Zustands 2.2 FEigenschaften des Phasengatters

Bisher sind wir immer von perfekten Komponenten und perfekter Justa-
ge ausgegangen. Ein reales Phasengatter mit nicht-perfekter Transformation
PG” wird aber immer davon abweichen. Deshalb ist es wichtig, die Konse-
quenzen verschiedener Faktoren zu untersuchen, die sich in unterschiedlichem
Mafe auf die Phasengatter-Transformation auswirken.

Das wichtigste Element des Phasengatters ist der Strahlteiler PS7, denn
an ihm miissen die beiden Photonen zur Interferenz gebracht werden. Ein-
fliisse wie unterschiedliche Spektren, versetzte Ankunftszeiten am Strahl-
teiler und nicht perfekte raumliche Modenanpassung machen die Photonen
unterscheidbar und damit die Interferenz schlechter.

Um die Spektren beider Photonen anzugleichen, verwenden wir die im
letzten Abschnitt schon angesprochenen Interferenzfilter. Das ist vor allem
dann wichtig, wenn die spontane parametrische Fluoreszenz mit einem gepul-
sten Laser betrieben wird, da dann das Spektrum, das in eine Monomoden-
Glasfaser eingekoppelt wird, fiir ordentlich polarisierte Photonen gegeniiber
auferordentlich polarisierten verbreitert ist [32, 33, 34].

Auferdem garantieren die schmalen Interferenzfilter mit einer spektralen
Breite von AX = 2nm, dass die beiden Photonen in den Moden b und c,
die unabhéngig voneinander, aber von einem einzigen Pump-Puls, erzeugt
werden, auch innerhalb ihrer Kohdrenzldnge gleichzeitig am Strahlteiler an-
kommen. Einer Breite von AX = 2nm bei einer zentralen Wellenldnge von
A = 780nm entspricht, wie sich aus Gleichung (2.7) berechnen lasst [35],
einer Kohérenzlénge von At = 160fs oder Ax = 50um.

2

AFE x At > At >
xXAt2>h = t“27rcA/\

Trotz dieser Mafnahmen kann nicht verhindert werden, dass die Inter-
ferenz durch andere Einfliisse beeintrachtigt wird. Wir miissen darum die
Auswirkungen auf die Phasengatter-Transformation untersuchen.

Nehmen wir den extremen Fall an, dass es keine Interferenz zwischen den
beiden Photonen gibt, und betrachten die Transformation auf verschiedene
Eingangszustinde, so fillt eine Uberhéhung des | V'V )-Terms auf:

~ 160fs ~ 50um (2.7)

(TuTu + RuRu) = (55 +0) — §|HH)(HH|
(TuTv + RuRv) = (55 +0) — §|HV)(HV|
(TvTu + RyRu) = (55 +0) — §|VH)VH|
(TvTy + RyRy)= (33 +33) — 2VV)(VV|

Zustande, die mit einer nicht-perfekten Interferenz erzeugt werden, wei-
sen darum einen iiberhohten | V'V )-Anteil auf, den wir als Rauschen bezeich-
nen wollen. In Kapitel 3 werden wir das auch am | C4O) beobachten kénnen.
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2.2 FEigenschaften des Phasengatters Erzeugung des Cluster-Zustands

Um die Konsequenzen einer nicht-perfekten Interferenz detaillierter be-
trachten zu konnen, miissen wir die Qualitdt der Interferenz quantifizieren.
Dazu verwenden wir die Visibility V' des Hong-Ou-Mandel Dips [36], der
in Kapitel 2.2.4 genauer besprochen wird. Fiir den Augenblick ist es aber
ausreichend, wenn wir sie als Maf fiir die Uberhéhung des VV-Terms mit
V=

5_
5%

betrachten, wobei x gegeben ist durch:

5_ 1
9 9

vy vy 2L o vy vy

Tragen wir die bereits in Kapitel 1.3.3 eingefiihrte Prozess-Fidelity Fp =
Sp(x - X[ideal]) in Abhéngigkeit von V' auf (Abbildung 2.11), so erkennen
wir eine starke Abhéngigkeit, besonders bei einer Visibility V nahe eins. Eine
realistische Annahme fiir eine Interferenz auf einem Strahlteiler-Wiirfel ist
eine Visibility von V = 0.9. Das entspricht einer deutlichen Verschlechterung
der Prozess-Fidelity, weshalb die Visibility V' einer der wichtigsten Faktoren
ist, die die Qualitét des Gatters bestimmen.

Interessant ist, dass auch ohne Interferenz (V' = 0) die Prozess-Fidelity
nicht auf null absinkt. Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, die richti-
ge Transformation durchzufiihren, nicht vollstdndig verschwindet. Der Grund
dafiir ist, dass wir ohne eine Interferenz die Kohérenz des Eingangszustands
zerstoren, da wir eine inkohérente Mischung aus den beiden unterscheid-
baren Féllen ,beide Photonen werden transmittiert und ,beide Photonen
werden reflektiert® bekommen. Dadurch erhalten wir fiir den letzteren Fall
immer noch eine Phase von 7 auf dem Zustand | V'V ). Die Phasengatter-
Transformation wird sozusagen immer noch mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit durchgefiihrt.

Fp
1

0.8
0.6

0.4
0.25
0.1

Vv

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 2.11: Prozess-Fidelity Fp in Abhéngigkeit von der HOM-Dip Vi-
sibility V.
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Neben der Visibility wollen wir auch andere Einfliisse auf die Qualitét
der Gatter-Operation untersuchen. Beispielsweise werden wir die Reflexions-
und Transmissions-Wahrscheinlichkeiten variieren.

Betrachten wir dazu zunéichst den Uberlappstrahlteiler PS7 . Die Trans-
missions-Wahrscheinlichkeit Ty fiir | V' )-polarisierte Photonen sollte fiir die
ideale Phasengatter-Transformation bei %liegen. Betrachten wir Ty, aber als
freien Parameter der Gatter-Transformation, so bekommen wir folgendes:

0 0 0
Ty
VES0 0
0 I 0
0 0 -1+2Ty

o O O W=

Berechnen wir daraus die zugehorige Prozess-Fidelity Fp in Abhingigkeit
von Ty (Abbildung 2.12), so kdnnen wir sehen, dass schon kleine Abweichun-
gen vom Idealwert, der wie erwartet am Maximum der Funktion bei % liegt,
eine starke Verschlechterung in der Prozess-Fidelity bewirken.

Auch die Transmission Tg der Strahlteiler-Pléttchen fiir | H) hat Ein-
fluss auf die Giite des Phasengatters, wenn auch keinen so starken, wie es
beim Uberlappstrahlteiler der Fall ist. Dies ist aus der von TII_DI abhangigen
Transformation

T, 0 0 0
Ty
p— WpW mit w=| 0 Ve 0 0
0 0 Tn o
0 0 0o -3

und der daraus resultierenden Prozess-Fidelity F. p(T;) (Abbildung 2.13) zu
erkennen.

Um die Auswirkungen nicht-perfekter Eigenschaften des Uberlappstrahl-
teilers und der Strahlteiler-Plattchen fir die Gatter-Transformation auf un-
ser Experiment zu beziehen, werden wir jetzt die experimentellen Eigenschaf-
ten der genannten Komponenten betrachten.

2.2.2 Eigenschaften der Komponenten

Da wir im vorhergehenden Abschnitt gesehen haben, dass der Uberlapp-
strahlteiler und die Strahlteiler-Plattchen die zentrale Rolle fiir die Funk-
tionalitdt des Phasengatters spielen, werden wir ihre Eigenschaften priifen
und versuchen, moglichst optimale Parameter fiir unsere Anforderungen zu

finden.
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F

=)

Ty
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Abbildung 2.12: Prozess-Fidelity Fp in Abhéngigkeit
von Ty fiir den Strahlteiler PST.

Fp
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Abbildung 2.13: Prozess-Fidelity Fp in Abhéngigkeit
von T’ II; des Strahlteiler-Pléttchens.

2.2.2.1 Der Uberlappstrahlteiler

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, dass die idealen Parameter fiir den

Uberlappstrahlteiler Ty = 1 und Ty = % sind. Das entspricht, falls wir
Absorption vernachldssigen, einem Verhéltnis von % =9 =0 fir |H)-

polarisierte Photonen und von % = % = 2 fiir | V')-polarisierte Photonen.
v

Diese Verhéltnisse lassen sich experimentell einstellen, indem wir die Inten-
sitdten in jedem der beiden Ausgangsmoden des Strahlteilers messen.

Die Eigenschaften des Strahlteiler-Wiirfels werden von der dielektrischen
Grenzflache bestimmt, die in ihm enthalten ist, jedoch spielt auch der Win-
kel, unter dem Licht einféllt, eine Rolle. Darum wollen wir das Aufteilungs-
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verhéltnis in Abhéngigkeit von einer Drehung des Strahlteilers untersuchen,
wobei wir den Normalenvektor der Grenzfliche mit Ng und ihre Achsen mit
§und p (Abbildung 2.14) bezeichnen.

Abbildung 2.14: Koordinatensystem fiir die Justage des Strahlteilers PS7T .

Bei der Untersuchung der Abhéngigkeiten miissen wir allerdings nicht
alle drei Freiheitsgrade der Rotation des Wiirfels beriicksichtigen, da wir
zusétzlich fordern, dass die vertikale Grenzflachen-Achse p parallel zur Pola-
risationsrichtung 1% liegen soll.

Symmetrie <= 7| 1%

Das bedeutet, dass der Stahlteilerwiirfel symmetrisch beziiglich des Ko-
ordinatensystems, das durch | H ) und | V') festgelegt wird, ausgerichtet ist.
Diese Bedingung ist wichtig fiir die Erhaltung der Polarisationsrichtung, da
die Polarisationsebenen der beiden Ausgangspolarisationen | H') und | V")
von den Vektoren § und p festgelegt werden.

Ve v

B 7 V!~ cos?(a)
A |7 — . .
o | H'  ~ sin?(a)

—

H

Diese Bedingung ist dquivalent mit den Bedingungen, dass Ny, paral-
lel zur Strahlausbreitungsrichtung ist und dass Ng in der Ebene, die von
der Eingangspolarisation | H) und der Strahlausbreitungsrichtung Y defi-
niert wird, liegt. Die erste Bedingung konnen wir ndherungsweise erfiillen,
indem wir die Reflexion von der Vorderfliche des Strahlteiler-Wiirfels zur
Justage benutzen und sie zur Deckung mit dem einfallenden Strahl bringen,
wodurch die Drehung um die X-Achse (Abbildung 2.14) festgelegt ist. Die
zweite, wesentlich wichtigere Bedingung ist erfiillt, wenn wir darauf achten,
dass der einfallende Strahl auf der gleichen Hohe liegt wie der reflektierte
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a) b)
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Abbildung 2.15: Transmission und Reflexion in Abhéngigkeit von einer Ro-
tation des PS7 um die Z-Achse fiir die beiden Eingangsmoden b und c.

a) Intensitéten fiir Ry und Ty bei Eingangspolarisation | H ).

b) Verhéltnis von Reflexion und Transmission Ry /Ty.

¢, d) Intensitdten Ry und Ty bei Eingangspolarisation | V).

Strahl, und beide parallel zur Horizontalen verlaufen. Sie legt dadurch die
Rotation um die Y-Achse fest. Wir miissen darum nur die Abhéngigkeit des
Verhéltnisses % vom letzten Freiheitsgrad, namlich der Rotation
um die Z-Achse, fir beide Eingangsmoden und Polarisationen untersuchen

(Abbildung 2.15).

Fiir die Eingangspolarisation | H) bleiben die Intensitéten, wie wir aus
Abbildung 2.15 a erkennen konnen, in Transmission und Reflexion kon-
stant. Berechnen wir daraus das Verhéltnis von Reflexion und Transmis-

sion % (Abbildung 2.15 b), so erhalten wir fiir Eingangsmode b (% L=

0,0143 + 0,0008 und fiir Mode c (%) = 0,0141 4+ 0,0006, was einem
C
rotationsunabhéngigen Transmissionsanteil von ~ 98, 6% entspricht.

Im Unterschied dazu finden wir fiir die Eingangspolarisation | V') ein
stark vom Winkel abhéingiges Reflexions- uns Transmissions-Verhalten (Ab-
bildung 2.15 ¢, d). Das daraus berechnete Verhéltnis % (Abbildung 2.16)
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R/T

N

22 r

21 r

19 r

Abbildung 2.16: Verhéltnis von Reflexion und Transmission Ry /Ty des PST
fir Eingangsmode b und Eingangsmode ¢ mit Eingangspolarisation | V') in
Abhéngigkeit von der Drehung um die vertikale Z-Achse.

ergibt an der Stelle x, = —0.12° fiir Mode b (%‘:)b = (2.01840.004) mit ei-
ner Steigung von —0.078 pro Grad und fiir Mode ¢ (ﬂ) = (2.018+0.003)

(¢4

<

mit einer Steigung von +0.083 pro Grad.
b

pPST

Da die Richtung der Eingangsmode ¢ durch die Stellung des Strahlteilers
PST und die Eingangsmode b eindeutig festgelegt ist, konnen die Verhélt-

nisse (%‘//)b nicht unabhéngig voneinander fiir beide Moden eingestellt
C

werden. Wir wahlen deshalb die Position z, = —0.12° fiir das weitere Ex-
periment, da wir so die Symmetrie des Systems gewéhrleisten konnen, auch
wenn Ry /Ty Z 2 nicht ganz mit dem Idealwert iibereinstimmt.

2.2.2.2 Die Strahlteiler-Plattchen

Da es bei den Strahlteiler-Pléttchen keine Seitenflichen gibt, iiber deren
Reflexion sich § und p’ (Abbildung 2.17) justieren lassen, miissen wir einen
indirekten Weg zur symmetrischen Ausrichtung des Strahlteilers finden.

Symmetrie <= ﬁ”ﬁ

Dazu kénnen wir die winkelabhéngigen Transmissions- bzw. Reflexions-
Eigenschaften benutzen. Wir wissen, dass § und p die Richtung der Aus-
gangspolarisationen V’/ und H’ festlegen. Also wird eine Verdrehung von
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p gegeniiber der Eingangspolarisationsrichtung H um einen Winkel o nicht
nur zu einer Drehung der Ausgangspolarisationen um « fiihren, sondern auch
einen, zu sin(«) proportionalen Anteil an ,orthogonaler Polarisation V" er-
zeugen.

Durch Drehen um die Z- und die Y-Achse suchen wir den minimalen
Anteil an jorthogonaler* Polarisation, die durch das Strahlteiler-Plattchen
aus | H) und | V') erzeugt wird (Abbildung 2.18). Dadurch kénnen wir die
Lage der Strahlteiler-Plattchen so einstellen, dass sie die Bedingung 7 || 1%
erfiillen. Ein Anteil an orthogonaler Polarisation von unter 0,05% ist dabei
erreichbar.

Abbildung 2.17: Koordinatensystem fiir die Justage des Strahlteiler-
Pléttchens PST Py 5.

Haben wir die optimale Position erreicht, so betrachten wir die Trans-
missionsanteile fiir | H )- und | V' )-polarisiertes Licht unter dem letzten Frei-
heitsgrad, der Verkippung um die Y-Achse. Die Reflexion kénnen wir aufser
Acht lassen, da wir nur an der polarisationsabhéngigen Abschwichung in
Transmission interessiert sind (Kapitel 2.2) und wir den reflektierten Anteil
nicht bertiicksichtigen.

Ebenso wie der Strahlteiler-Wiirfel, zeigt auch das Strahlteiler-Plattchen
ein winkelabhéngiges Transmissions-Verhéltnis TII; / T‘I/D (Abbildung 2.19). An
der optimalen Position bei yg = 0, 8° finden wir ein Verhéltnis von T’ 11; / T, =
0,333 £+ 0,005 mit einer Steigung von 0,061 pro Grad.
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a) b)

Anteil 4 Anteil y
0.01 0.01

0.008 0.008
0.006 0.006
0.004 0.004

0.002 0.002 M
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Grad Grad
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Abbildung 2.18: Justage der Strahlteiler-Plittchen PSTPy/o: a) Abhéingig
von der Drehung um die Z-Achse detektieren wir trotz praparierter Eingangs-
polarisation | V') einen Anteil | H") in Transmission. b) Auch fiir priapariertes
| H') ist ein, wenn auch kleinerer Anteil | V’) in Transmission messbar.
/Ty
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Abbildung 2.19: Verhéltnis Tg / T; der Strahlteiler-Pléttchen PS7T Py, in
Abhéngigkeit von der Verkippung um die Y-Achse.

Durch die Charakterisierung der Komponenten des Phasengatters sind
wir jetzt in der Lage den Aufbau und die Justage des Phasengatters durch-
zufiihren.

2.2.3 Aufbau und Justage des Phasengatters
In diesem Kapitel werden wir uns mit dem schrittweisen Aufbau und der Jus-

tage des Phasengatters beschéftigen. Wir wolle diese, ihrer zeitlichen Abfolge
entsprechend, in vier Abschnitte gliedern.
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Erster Abschnitt: Justage des Faserkopplers Z

Fiir die korrekte Phasengatter-Transformation benétigen wir Interferenz
zwischen den Photonen in den beiden Eingangsmoden b und ¢ des Uberlapp-
strahlteilers PS7. Um dies zu ermdglichen, miissen die Photonen innerhalb
ihrer Kohédrenzzeit At gleichzeitig am PST eintreffen. Damit wir Gleichzei-
tigkeit einstellen kdnnen, gestalten wir die Weglinge, die eines der beiden
Photonen zuriicklegt, variabel.

Dies erreichen wir, indem wir, als erste Komponente, einen Verschiebe-
tisch platzieren, auf dem wir den Faserkoppler Z montieren (Abbildung 2.20).
Wichtig ist dabei, dass sich der Strahlverlauf beim Verschieben des Tisches
nicht dndert, da die Qualitéit der Interferenz am Uberlappstrahlteiler stabil
bleiben soll. Die Richtung von Koppler Z muss also parallel zur Bewegungs-
richtung des Tisches sein.

Zu diesem Zweck stellen wir einen weiteren Faserkoppler k mit einer
Multimoden-Glasfaser in ca. 55cm Entfernung auf und koppeln einen von
Z ausgesandten Justagestrahl in k ein. Andert sich die in die Multimoden-
Glasfaser eingekoppelte Intensitdt nicht, wihrend wir den Verschiebetisch
bewegen, so kdnnen wir von guter Parallelitdt ausgehen. Andernfalls muss
die Richtung von Z nachgestellt und der Vorgang wiederholt werden. Zur
Feinjustage wiederholen wir diese Prozedur auch fiir eine Monomoden-Faser,
in die nur Licht aus einem sehr schmalen Winkelbereich eingekoppelt werden
kann, wodurch wir die Richtung von Z besonders exakt einstellen konnen.
Wie aus Abbildung 2.21 erkennbar ist, ist es moglich, die Kopplung in die
Monomoden-Glasfaser {iber eine Fahrstrecke von mehreren Millimetern sta-
bil zu halten. Den Verschiebetisch konnen wir dadurch iiber kleinere Weg-
strecken &~ 1mm bewegen, wie wir sie im fertigen Phasengatter bendtigen,
ohne dabei die Qualitit der Interferenz am PST zu verlieren.

Zweiter Abschnitt: Justage des Uberlappstrahlteilers
In einem zweiten Schritt wird der in Kapitel 2.2.2.1 spezifizierte Uber-
lappstrahlteiler PS7 (Abbildung 2.22) platziert. Zuerst beseitigen wir Ver-
kippungen um die horizontalen Achsen X und Y (Abbildung 2.14), die eine
korrekte Funktionsweise des Strahlteilers beeintrachtigen wiirden. Fiir die X-
Achse erreichen wir dies, indem wir den an der Vorderflache des Strahlteiler-
Woiirfels reflektierten Justagestrahl zur Deckung mit dem einfallenden Strahl
bringen. Achten wir zusétzlich auf Parallelitdt des im Strahlteiler reflektier-
ten Strahls zur Horizontalen, so beseitigen wir dadurch die Verkippung um
die Y-Achse. Der Strahlteiler ist nun symmetrisch zum einfallenden Strahl
eingestellt, so dass wir mit der Einstellung der von uns gewiinschten Para-
meter fiir Reflexion und Transmission beginnen kénnen.
Da das Verhéltnis Ty /Ty der Transmissionen fiir vertikale und horizon-
tale Polarisation abhéngig von einer Drehung um die vertikale Z-Achse ist,
wie wir es in Abschnitt 2.2.2.1 analysiert haben, konnen wir eine Position
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V4
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k<

Abbildung 2.20: Parallele Ausrichtung des Faserkopplers Z zur Bewegungs-
richtung des Verschiebetisches mit Hilfe eines zweiten Faserkopplers k.
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Abbildung 2.21: Kopplungsstiarke von Faserkoppler Z nach k iiber den ge-
samten Fahrbereich (0-23mm) des Verschiebetisches.

finden, fur die Ty /Ty ~ % gilt. Haben wir diese Position erreicht, so ist
dadurch die Position und Richtung des zweiten Faserkopplers X (Abbildung
2.23) festgelegt, da die von ihm ausgesandte und am Strahlteiler reflektierte
Mode mit der von Z emittierten und an PS7T transmittierten Mode iden-
tisch sein muss. Der Koppler X wird auf zwei Verschiebetischen senkrecht
zum Strahlengang montiert, um spater seine Position und durch eine beweg-
liche Linse vor der Faser auch seine Richtung justieren zu kénnen, ohne den
Faserkoppler Z und dessen Justage dabei verdndern zu miissen.

Halten wir die Positionen der Koppler Z und X fest, so konnen wir durch
eine minimale Rotation des Uberlappstrahlteilers PS7T um die vertikale Ach-

55
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Abbildung 2.22: Einstellen des Uberlappstrahlteilers PS7 auf ein Ty /Ty-
Verhéltnis von % durch Rotation um die vertikale Achse.

//}X V4 Q

2

‘&

Abbildung 2.23: Platzierung von Koppler X, der durch die Position des Uber-
lappstrahlteilers festgelegt ist.

se (Abbildung 2.16) die %‘/’—Verhéiltnisse fiir beide Moden b und ¢ angleichen,
damit die Gatter-Transformation symmetrisch wird. Da der Strahlteiler PS7T
jetzt in seiner endgiiltigen Position ist, konnen wir nun den Koppler X exakt
justieren (Abbildung 2.25). Es ist wichtig, dass diese Justage sehr prézise ist,
da die Qualitdt der Interferenz am PS7 davon abhéngt. Wir erreichen dies
durch die Aufteilung eines Justagelasers mit einem Faserstrahlteiler in zwei
kohérente Strahlen, die {iber die Koppler Z und X zur Interferenz gebracht
werden. Auf einem Schirm hinter dem PS7T koénnen wir ein Interferenzmuster
beobachten, wobei uns die Interferenzstreifen Aufschluss geben {iber Stérke
und Richtung einer Abweichung von der gleichen raumlichen Mode (Abbil-
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dung 2.24). Auch eine falsche Einstellung des Fokus fiir einen der beiden
Strahlen ist durch konzentrische Ringe beobachtbar. Position und Richtung
von Koppler X werden nachgestellt, bis anstatt der Interferenzstreifen nur
noch ein Punkt mit schwankender Intensitét zu sehen ist.

% /% />% >§%
s///// s s// s‘

2
2

Abbildung 2.24: Interferenzmuster fiir unterschiedliche Abweichungen in der
Strahlrichtung.

%

Abbildung 2.25: Feinjustage von Koppler X durch Beobachtung eines Inter-
ferenzmusters.

Dritter Abschnitt: Justage der Strahlteiler-Pliattchen

Wie wir es schon bei der Charakterisierung der Strahlteiler-Plattchen in
Kapitel 2.2.2.2 beschrieben haben, miissen wir das Plattchen zuerst symme-
trisch zur Richtung des einfallenden Strahls positionieren (Abbildung 2.26).
Wir finden diese Position, da sie sich durch einen minimalen Anteil der Aus-
gangspolarisation | V') bei einer Eingangspolarisation von | H ) auszeichnet.

Anschlieftend kénnen wir durch Verkippung um die horizontale Y-Achse

das Verhéltnis der Transmissionsanteile von | H ) und | V') &ndern, wobei der
Idealwert bei Tg / T, = % liegt (vgl. Kapitel 2.2). Um aber mogliche Fehler
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2.2 Aufbau und Justage des Phasengatters Erzeugung des Cluster-Zustands

Abbildung 2.26: Justage der Strahlteiler-Plattchen PST P,/ durch Drehung
um die horizontale und vertikale Achse.

im Aufteilungsverhiltnis des Uberlappstrahlteilers PST, zumindest teilwei-
se, kompensieren zu kénnen, betrachten wir den PS7 und das Strahlteiler-
Plattchen als Einheit. Beide zusammen sollten | V') in gleichem Mafe wie
| H) transmittieren. Fiir die Justage konnen wir das nutzen, indem wir als
Eingangspolarisation |4 ) wéhlen und das Strahlteiler-Plattchen um die Y-
Achse verkippen, bis wir ebenfalls als Ausgangspolarisation |+ ) erhalten.

Um zu zeigen, dass wir mit dieser angepassten Methode Ergebnisse er-
zielen, die zumindest genauso gut sind wie diejenigen einer unabhéngigen
Justage auf TII:, /T " = % , betrachten wir die Prozess-Fidelity Fp in Abhén-
gigkeit von der Transmission Ty vertikaler Polarisation des PS7 in zwei
verschiedenen Fillen (Abbildung 2.27): Im ersten Fall wird die Transmission
der Strahlteiler-Plattchen konstant bei T;} /TP = % beibehalten, wahrend
im zweiten Fall, wie eben beschrieben, die Abschwichung angepasst wird, so

dass die Eingangspolarisation durch das Gesamtsystems erhalten bleibt.

Das Ergebnis zeigt, dass die angepasste Methode in einem weiten Pa-
rameterbereich von Vorteil ist. Besonders fiir zu kleines Ty, zeigt diese Me-
thode wesentlich hohere Prozess-Fidelities als die Methode mit konstanter
Abschwichung.

Benutzen wir die gemessenen Parameter fiir den Uberlappstrahlteiler
PST (% = (2,01840,003) mit 0,02° Winkelungenauigkeit) und die Strahl-

teiler-Plittchen (Ty, /Ty, = 0.335 + 0.006), so kinnen wir eine Abschiitzung
der Prozess-Fidelity vornehmen, aus der wir Fp > 99.973% erhalten. Wir
kénnen also davon ausgehen, dass das Aufteilungsverhéltnis und die Ab-
schwichung optimal justiert sind.
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Abbildung 2.27: Die Prozess-Fidelity Fp in Abhéngigkeit von Ty des PST
fiir ein konstantes Verhaltnis Tfl /T ‘}; = % des Strahlteiler-Plattchens und fiir
eine angepasste Transmission, bei der T; auf Erhaltung der Eingangspola-
risation des Gesamtsystems aus PS7 und Strahlteiler-Plattchen PST Py,
justiert wird.

Vierter Abschnitt: Verbesserung der Interferenz am Strahlteiler

Der weitaus empfindlichste Teil des Phasengatters ist die Interferenz am
Uberlappstrahlteiler. Es ist deswegen nicht nur beim Aufbau des Phasengat-
ters, sondern in regelméaftigem Abstand erforderlich die Position und Rich-
tung des Faserkopplers X nachzustellen. Bisher haben wir diese Justage,
wie in Abschnitt zwei beschrieben, durch Beobachtung von Interferenzmu-
stern hinter dem Strahlteiler PS7T durchgefiihrt. Um von diesem Punkt aus
die Interferenz noch weiter verbessern zu konnen, verwenden wir die | V'V )-
Koinzidenzzéhlrate als Anhaltspunkt bei der Positions- und Richtungsjusta-
ge. Sie wird mit zunehmender Qualitét der Interferenz kleiner und gibt uns
direkten Aufschluss iiber die Ununterscheidbarkeit der Photonen hinter dem
Strahlteiler PST (vgl. Kapitel 2.2.1).

Das Problem dabei ist, dass wir fiir das Experiment Photonen aus zwei
unabhéingigen Quellen verwenden, weshalb sich nur zufillig Koinzidenzen
ergeben. Die Koinzidenzzahlrate ist also zu niedrig, um eine Justage durch-
zufiihren.

Um dieses Problem zu l6sen, ohne dabei viele Verdnderungen am Ver-
suchsaufbau vornehmen zu miissen, bringen wir, geméf Abbildung 2.28,
einen weiteren Spiegel (DCS) direkt neben dem UV-Spiegel an. Dieser re-
flektiert die Photonen, die in Mode a emittiert werden, durch den Kristall
hindurch in die Mode ¢, wodurch die Photonen in den Moden b und ¢ nicht
mehr von zwei unabhéngigen Quellen (Abbildung 2.30), sondern aus der sel-
ben Quelle stammen (Abbildung 2.29).

Auf diese Weise kénnen wir nun die Justage von Position und Richtung
des Faserkopplers X durchfiithren. Um anschlieffend bewerten zu koénnen,
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d
560 DCS

— Aﬁ%ﬁ\s’

c b

Abbildung 2.28: Reflexion der Photonen aus Mode a durch den BBO-Kristall
hindurch nach Mode c.

a

Quelle 2 Quelle 1

Quelle 1

Abbildung 2.30: Zur Erzeugung
des Cluster-Zustands |C°) wer-
den Quelle 1 und Quelle 2 beno-
tigt.

Abbildung 2.29: Fiir die Justage
der Interferenz am PS7 wird nur
Quelle 1 verwendet.

wie gut die Qualitdt der Interferenz ist, verdndern wir die Weglénge fiir das
Photon in Mode b mit dem Verschiebetisch, wodurch die beiden Photonen,
aufgrund ihrer Ankunftszeiten am Strahlteiler, mehr oder weniger unter-
scheidbar sind. Betrachten wir dabei die | V'V )-Koinzidenzen, so ldsst sich
fiir die Position des Verschiebetisches xg, an der die Photonen am wenigsten
unterscheidbar sind, ein Einbruch in der Zahlrate feststellen. Dieser Effekt
wird auch als ,Hong-Ou-Mandel-Dip* (HOM-Dip) bezeichnet [36].

2.2.4 Eigenschaften des Hong-Ou-Mandel-Dips im Phasen-
gatter

Tragen wir die Zéhlrate N der | V'V )-Koinzidenzen gegeniiber der Positi-
on x des Verschiebetisches auf, wie wir es in Abbildung 2.31 schematisch
durchgefiihrt haben, so erhalten wir die Dip-Funktion, die beschrieben wird
durch:

T—xTo

2
N = const. x (1 —ve (72 ) (2.8)
V ist dabei die Visibility, die die Tiefe des Dips angibt, z, die Position,
an der sich die Wellenpakete beider Photonen maximal {iberlappen, und L

die charakteristische Breite, die mit der Kohérenzlange der Photonen zusam-
menhéngt.
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Zéhlrate
l -

-2L -L 0 L 2L

Abbildung 2.31: Schematischer Verlauf der | V'V )-Koinzidenzen als Funktion
der Verschiebetisch-Position x relativ zur Position gleicher Wegléngen x,,. Die
Tiefe des Dips wird dabei als Visibility V', die Breite mit L bezeichnet.

Préparieren wir zum Beispiel | VV') als Eingangszustand in das Phasen-
gatter und betrachten die | V'V )-Koinzidenzen, so bekommen wir im Dip
genau ein Neuntel der Eingangszéhlrate (Gleichung (2.5)), falls es keine an-
deren Einfliisse aufser der Verschiebetisch-Position gibt, die die Interferenz
beeintréachtigen:

-
vvyvv| 2% 5 VvV
Auferhalb des Dips, also fiir vollsténdig unterscheidbare Photonen, er-

warten wir nach Kapitel 2.2.1 genau 3| VV )(VV | der Eingangszéhlrate:

P(|VV><VV|):TV'Tv+RV-RV:%x% + X :g

& &

Die Visibility des | V'V )-Dips, die wir auf folgende Weise berechnen kon-
nen, betriagt also maximal 80% fiir ein perfektes Phasengatter.

win
wiN

Der HOM-Dip ist jedoch nicht auf die | V'V )-Koinzidenzen beschrénkt.
In der Tat gibt es, abhéngig vom Eingangszustand |¢), eine Vielzahl an
moglichen Koinzidenz-Ereignissen, bei denen wir einen Dip beobachten kon-
nen. Interessanterweise unterscheiden sich einige Dips stark, sowohl in den

Zahlraten aufterhalb des Dips als auch in der maximal erreichbaren Tiefe
(Tabelle 2.3).
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Wiéhlen wir zum Beispiel |++ ) als Eingangszustand, so erwarten wir im
Idealfall keine | V+ )-Koinzidenzen im Dip:

. .1
PG|++>:PG§(|HH>+|HV>+|VH>+|VV)):

V2
6

:%(|HH>+|HV>+|VH>—|VV>) (|H+)+[V=))

Auflerhalb des Dips erhalten wir aber % der Eingangszéihlrate. Die ma-

ximale Visibility betragt hier also V4, = 1.

‘ Eingang ‘ Analyse ‘ Vinaz.  NauBerhalb
|[VV) 0,8 0,278
| +V) 0,8 0,139
6+ (++)| 1 om
| R—) 0,67 0,083

VVY | 08 0,139
sufillige |+ V) | 0,67 0,083
Kombinationen | | + +) 5 0,056
aus |H)und | V) | |R—) 0,5 0,056

V) [ 067 0,167
IV)®|R) |VR) 1 0,222

|[VV) | 08 0,139
|+)®|R) | +R) | 08 0,139
| L—) 1 0,056

Tabelle 2.3: Auswahl verschiedener HOM-Dips mit maximaler Visibility Vinaz
und auf die Eingangszéhlrate normierter Koinzidenzzéhlrate N, gerhalp au-
ferhalb des Dips.

Bisher sind wir bei den genannten Beispielen und auch in Tabelle 2.3
immer davon ausgegangen, dass sich in jeder Eingangsmode nur ein Photon
befindet. Fiir Photonen aus einer Quelle ist das auch eine sinnvolle Annah-
me, da wir andere Effekte, die auch zu Koinzidenzen fiihren, gegeniiber der
hohen Koinzidenzzahlrate durch Photonen-Paare in den Moden b und c
vernachlassigen konnen.

Anders aber gestaltet sich der Fall, wenn wir, wie zur Erzeugung des
|C40>7 jeweils ein Photon aus zwei unabhéngigen Quellen zur Interferenz
bringen mochten. Da wir zuféllige Koinzidenzen zwischen den Photonen in
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Abbildung 2.32: Experimentell bestimmter | V'V )-Dip mit Visibility V =
0,715. Das entspricht 89,4% des Maximalwertes.

Mode b und c bendétigen, haben wir eine sehr niedrige Koinzidenzzahlrate,
so dass auch Koinzidenzen ins Gewicht fallen, die zum Beispiel durch zwei
Photonen in einer Mode hervorgerufen werden, welche sich erst am Strahl-
teiler PS7T auf die beiden Moden aufspalten. Zwei Photonen, die aus der
gleichen Mode kommen, interferieren aber nicht am Strahlteiler PST, wes-
halb ihre Koinzidenzzahlrate unabhéngig vom Dip einen Untergrund bildet
(Abbildung 2.33). Fiir ein Experiment mit unseren Parametern haben die
drei Falle, 1. beide Photonen stammen aus Mode b 2. beide Photonen
stammen aus Mode ¢ und 3. aus den Moden b und ¢ stammt je ein Photon,
ungefihr gleiche Wahrscheinlichkeiten, wodurch die maximale Visibility auf
Vinaz = 0.307 absinkt.

VV-Z&hirate

Abbildung 2.33: Schematische Darstellung des Koinzidenz-Untergrundes fiir
| VV')-Koinzidenzen von zwei unabhéngigen Quellen. Durch den Untergrund
sinkt die maximale Visibility auf ~ 30, 7%.
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Haben wir zum Beispiel einen Dip mit Photonen aus unabhéngigen Quel-
len mit einer Visibility von 25,05%, wie das in Abbildung 2.34 der Fall ist,
so entspricht das immerhin 81,86% des Maximalwertes.

Intensitat Intensitat
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800
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600
90
400 60
200 30
mm mm
11 12 13 14 15 16 -06 -04 -02 O 02 04 06

Abbildung 2.34: |VV )-Dip zwi- Abbildung 2.35: | VV——)-Dip mit

schen unabhéngigen Quellen mit einer Visibility von V = 0, 81.
einer Visibility von V = 0,25 =
0,814V 4z

Betrachten wir nicht nur HOM-Dips in 2-fach-Koinzidenzen, sondern
auch in 4-fach-Koinzidenz-Ereignissen, so entsprechen die Visibilities wieder
denen, die wir bei den 2-fach-Koinzidenzen mit Photonen aus einer Quelle
(Abbildung 2.35) vorfinden. Der Grund dafiir ist, dass die wahrscheinlichste
4-fach-Koinzidenz, die nicht von der Interferenz beeinflusst wird und bei der
drei Photonen aus einer Quelle und ein Photon aus der zweiten Quelle de-
tektiert werden miissen, im Vergleich zu den Koinzidenzzéhlraten zwischen
zwel Paaren aus je einer Quelle vernachlassigbar ist.

2.2.5 Charakterisierung des Phasengatters mit einer
Prozesstomographie

Wir wollen in diesem Abschnitt das reale Phasengatter genauer analysieren.
Zu diesem Zweck fithren wir eine Prozesstomographie durch, die wir schon
in Kapitel 1.3.2 eingefiihrt haben.

2.2.5.1 FErgebnisse der Prozesstomographie

Als erstes bendtigen wir eine Menge von Eingangszustanden, die eine Basis
fiir den Raum der 2-Qubit-Zustédnde bildet. Wir wéhlen dafiir die Zustéande:

pi={|HH)(HH|, |HV)(HV|, [H+)(H+|, [HL)(HL|, [VH)(VH],---}

Fiir jeden der 16 Eingangszustdnde miissen wir eine Zustandstomogra-
phie des Ausgangszustands durchfithren um die zugehérige Dichtematrix g}
bestimmen zu kénnen. Von der Matrix p) ausgehend, suchen wir mit der
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mazimum-likelihood-Methode diejenige Dichtematrix ﬁgemp ], die p; am néch-
sten ist, aber gleichzeitig physikalisch sinnvoll ist [24]. Mit physikalisch sinn-

voll ist in diesem Zusammenhang gemeint, dass sie positiv semidefinit sein
muss.

Abbildung 2.36: Dichtema-
trix p  des  Phasengatter-
Eingangszustands | V4 ).

Realteil

Abbildung 9 37- Dichto. Abl?lldung 2.38: Realteil der ex
. slideal] . perimentell ermittelten Ausgangs-
matrix  p des  idealen . . Alexp] g
Dichtematrix p**P! fiir das Pha-
Phasengatter-Ausgangszustands sengatter. Der Imaginérteil kann
V=) = PG| V+). 5 &

vernachlassigt werden.
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Nehmen wir als Beispiel den Eingangszustand | V+)(V + | (Abbildung
2.36), so erhalten wir den in Abbildung 2.38 dargestellten Ausgangszustand.
Da wir ein nicht-perfektes Phasengatter haben, weicht der Ausgangszustand
pler?) yom idealen Zustand |V —)(V — | = plideall ab (Abbildung 2.37). Be-
rechnen wir die Fidelity zwischen den Ausgangszustianden plideall und pleer],
so erhalten wir 7 = 0,814. In Tabelle 2.4 sind die Fidelities fiir alle 16
Dichtematrizen angegeben.

Eingangszustand Fidelity F
| HH ) 0,993
| HV) 0,962
| H+) 0,954
| HL) 0,956
|VH) 0,934
|VV) 0,981
|V+) 0,814
|VL) 0,815
|+H ) 0,933
|+V') 0,818
|++) 0,799
|+ L) 0,785
| LH ) 0,954
| LV') 0,856
| L+) 0,867
| LL) 0,835

Tabelle 2.4: Fidelities zwischen den gemessenen und idealen Ausgangszu-
standen ple*?! bzw. plideall des Phasengatters.

Wir benutzen jetzt das in Kapitel 1.3.2 vorgestellte Verfahren, um die
Prozesstomographie-Matrix x,,; zu bestimmen, die die komplette Informati-
on iiber die Gatter-Transformation enthélt:

Q(p) = xmt Em p B[ Vp (2.9)

m,l

Dabei ist unsere Operator-Basis E; durch alle Kombinationen von
{1, 64, 6y, 6. } gegeben:
E1:ﬂ®ﬂ Egzﬂ@)&m E3:ﬂ®&y E4:ﬂ®5'z E5:&m®ﬂ
Die Eintrdge von Xﬁslcp | sind in Abbildung 2.40 dargestellt, wobei wir in
Grafiken anstatt {1, &, Gy, 0, } die Schreibweise {1, X, Y, Z } fiir die Ope-
ratoren verwenden werden, um die Ubersichtlichkeit zu erhalten.
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Abbildung 2.39: Prozesstomographie-Matrix x

gatters.
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Matrix x

Abbildung 2.40: Realteil der gemessenen Prozesstomographie

Der Imaginéarteil kann vernachlassigt werden.
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[ezp]
ml

Vergleichen wir die Matrix x
X%eal] (Abbildung 2.39), so gibt es einige Unterschiede, die wir ndher unter-
suchen wollen. Betrachten wir zum Beispiel den Realteil genauer, so erken-
[exp] [exp]

(el iel) (Iol,is-)
aber zu niedrig sind. Interpretieren kénnen wir die Uber-

mit der eines perfekten Phasengatters

nen wir, dass der Eintrag y erhoht ist, die Eintrage y

[exp]
(s, 1e1)
hoéhung des Eintrags y

und x
[exp]
(Ael,iel)
Gatter keine Transformation ausfiihrt. Diese Abweichung von der idealen
Phasengatter-Transformation ist hauptséchlich auf eine nicht-perfekte Inter-
ferenz am Uberlappstrahlteiler PST zuriickzufiihren. Dies kénnen wir am
besten sehen, indem wir einen Vergleich mit einem theoretischen Modell des
Phasengatters anstellen:

Wie in Kapitel 2.2.1 beschrieben, wird die Interferenz am Strahlteiler
schlechter, falls die beiden ankommenden Photonen unterscheidbar sind. Da-
durch ist es im Falle einer Koinzidenz zwischen den Ausgangsmoden b’ und
¢’ moglich, zu entscheiden, ob die beiden Photonen reflektiert oder transmit-
tiert wurden. Wir bekommen also keine Superposition dieser beiden Moglich-
keiten, sondern eine inkohdrente Mischung, die wir als Rauschen bezeichnet
haben. Dieses Rauschen R(p) entspricht folgender Transformation:

als erhohte Wahrscheinlichkeit, dass unser

A~

R(p) = Transmission(p) + Reflexion(p) =

0
0 A
0

O owr O
owr O O
s
O O Owl
O owr O
Quwr o O
o O oo
o O oo
o O O O
s
o O OO
o O oo

O O Owl
w=roO O O
>

w~O O O

_2
3

Nehmen wir an, dass wir die ideale Phasengatter-Operation mit einem
Anteil von V, der dquivalent zur Visibility des HOM-Dips ist, durchfiihren
und mit einem Anteil von 1 — V die Rausch-Transformation R(p) durchfiih-
ren, so erhalten wir:

Q[V](p) =V 9 PG-p-PG + (1 -V) R(,O) (2.10)

Berechnen wir die Prozesstomographie-Matrix XE:I] dieser Transformation

fiir verschiedene Visibilities V', so sehen wir, dass mit abnehmendem V der

Eintrag Xg]@) i i) iiberhoht wird (Abbildung 2.41). Ebenso vermindern sich
die beiden Eintrage XE‘]{]@?]AI,M@&Z) und X[(‘]{gﬁz,ﬂegﬂ)’ wie wir es auch bei der

experimentell bestimmten Matrix Xigl:p ] festgestellt haben.

Bilden wir die Differenz der beiden Matrizen Ay, = ngjp I X%} und

berechnen deren Skalarprodukt Sp (Axmi - AXmi), das von der Visibility V
abhéngt, so finden wir ein Minimum fiir V' ~ 0,9 (Abbildung 2.44). Wir
v

ml:0,9] die experimentelle Matrix

nehmen an, dass unsere Modell-Matrix yx
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ml
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Abbildung 2.41: Prozesstomographie-Matrizen XQL/Z] fiir ein theoretisches Mo-

dell des nicht-perfekten Phasengatters mit Transformation Q[V] (p) und ver-
schiedenen HOM-Dip Visibilities V.

Xifp | fiir diesen Wert am besten beschreibt, was auch konsistent zur Dip

Visibility aus Abbildung 2.32 in Kapitel 2.2.4 ist. Wenn wir die Differenz
Axpy fiir V= 0,9 betrachten (Abbildung 2.43), so sehen wir, dass alle
fiihrenden Eintrdge durch unser Modell gut beschrieben werden. Die An-
nahme, dass die experimentelle Gatter-Transformation hauptséchlich durch
eine nicht-perfekte Interferenz beeintréachtigt wird, bestétigt sich dadurch.
In Abbildung 2.42 sind die Charakteristika verschiedener anderer Einfliisse
dargestellt, die sich aber alle von Ay,,; unterscheiden, so dass sie nur zu
einem vernachléssigharen Anteil eine Rolle fiir die Transformation spielen.

Um die Qualitét unseres Phasengatters auch iiber die Prozess-Fidelity zu
bestimmen, filhren wir eine Basis-Transformation durch. Dazu betrachten
wir den Unterraum, der in der bisherigen Operator-Basis durch

E={eili®s, e ol 6 6}

beschrieben wurde, und spannen ihn mit der folgenden neuen Basis auf:
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Abbildung 2.42: Charakteristische Unterschiede der Prozesstomographie-
Matrizen fiir verschiedene Storfaktoren auf das Phasengatter-Modell:
ml — Aml

verhéltnis Ty /Ty = § - 1,02 des PST.

a) Abweichung (y ) fiir ein Transmissions-

— Ty _1
[V=0,9] (V=0,9/ zf=75 1,04)]

b) Abweichung (x;,, = Xl ) fiir ein Transmissions-

verhéltnis Ty /Ty = % - 1,04 des Strahlteiler-Plattchens PS7 P;.

¢) Abweichung (XEZZZO’Q} - X%:og/ 20)]) fiir eine um 2° verdrehte

Polarisationsanalyse in Mode b.

2(PG) _  Ba pos. a2 pal ) —
E; 7 = { PG, pg3, pg2, pgl } = (2.11)
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0O 0 O -1 0 0 O
_{ 0 1 0 O 0 1 0 0 0 -1 0 O 0 1 0 O
- 0 0 1 0 ) 0 0 -1 0 ) 0 0 1 0 ) 0O 0 1 0
0 0 0 -1 0 0 O 1 0o 0 0 1 0O 0 0 1

Wie wir schon in Kapitel 1.3.3 gesehen haben, kénnen wir in dieser neu-

en Basis die Prozess-Fidelity Fp des Phasengatters direkt aus der Gréfe des
Eintrags Fp = X[lelx - XE;%Z{ Fa) ablesen (Abbildung 2.45). Wir erhalten
eine Prozess-Fidelity von Fp = 0, 818.
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Realteil

Skalarprodukt

0.35
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Abbildung 2.44: Durch Mini-
mierung  des  Skalarprodukts

Sp (AXmi + Axm) erhalten wir
V]

Abbildung 2.43: Realteil der Diffe-

renz Ax, zwischen der gemessenen dicjenige Visibility V', bei der x

. . lexp] .. ml
Prozesston}ographle—l\/[atrlx Xpt - und e grofte Ubereinstimmung mit
einer mit Qy(p) bestimmten Modell- 4. experimentellen Matrix Xv[iﬂl&p]
Matrix X%ZO’Q] fiir V=10.9. hat.

Da wir durch die Kenntnis der Matrix Xk;p | auch in der Lage sind, den

Ausgangszustand des Phasengatters fiir einen beliebigen Eingangszustand
numerisch zu bestimmen, kénnen wir in einer Simulation zum Beispiel ei-
ne obere Schranke fiir die minimale Gatter-Fidelity Fy (Gleichung (1.30))
bestimmen.

2.2.5.2 Simulation des Gatters

In diesem Abschnitt wollen wir anhand einer numerischen Simulation einige
Eigenschaften des Phasengatters, die auf analytischem Wege nur schwer zu
erhalten sind untersuchen, und auch auf Besonderheiten der Prozesstomo-

graphie selbst eingehen. Dazu gehen wir folgendermaifsen vor:

Wir kennen die Prozesstomographie-Matrix X[;f;p ], die unser Phasengat-

ter vollstdndig beschreibt. Also kénnen wir fiir jeden beliebigen Eingangs-
zustand p den zugehorigen Ausgangszustand p' bestimmen, indem wir Glei-
chung (1.27) anwenden:

S XS B pEf = 0(p) =4
m,l

p— o) —
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Abbildung 2.45: Darstellung von X[exp ) in der Phasengatter-Basis.

ml
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Fiir den Zustand p’ konnen wir nun verschiedene Eigenschaften betrach-
ten, wie beispielsweise seine Ndhe zum idealen Ausgangszustand [)[idml] =
PG j PG. Tun wir dies nicht nur fiir einen einzigen Zustand p sondern fiir
eine sehr grofe Anzahl Von Zu&téinden pi, so konnen wir dadurch Mittelwert
und Streuung fiir die an p} bestimmten Eigenschaften ermitteln und damit
Charakteristika der Gatter Operation Q untersuchen (Abbildung 2.46).

O~@

Abbildung 2.46: Durch die Anwendung der Gatter-Transformation Q auf
eine sehr grofse Zahl von Eingangszustinden p;, werden die Charakteristika
von Q an den Eigenschaften der Ausgangszustande p) deutlich.

Da die Gatter-Transformation eine lineare Abbildung ist, reicht es aus,
reine Eingangszusténde |1 ) zu betrachten. Die Transformation auf gemisch-
te Zustdnde p kann dann als Mischung der schon transformierten reinen Zu-
stande Q (| ;) (1 |) gesehen werden:

A:@(zpiwwl) X w @ wn

Die reinen Zusténde, die wir fiir die Simulation verwenden, sollen gleich-
verteilt auf dem Zustandsraum sein, damit sie reprasentativ fiir alle Zustande
sind. Gleichverteilung bedeutet, dass sich die Verteilung nicht verdndern darf,
wenn wir eine Drehung im Zustandsraum durchfiihren [20]. Eine solche rota-
tionsinvariante Verteilung fiir stochastisch unabhéngige reelle Variablen ist
die multidimensionale Standardnormalverteilung mit Erwartungswert p = 0
und Standardabweichung o = 1 [37]. Die Rotationssymmetrie dieser Vertei-
lung ist auch schon in Abbildung 2.47 zu sehen.

Damit die Zustdnde dieser Verteilung folgen, parametrisieren wir einen
unnormierten 2-Qubit-Zustand [1) mit den 8 unabhéngigen Parametern
a; : 1 =1...8 auf folgende Weise:

|Y) = (a1 +iag)| HH ) + (a3 +ias)| HV ) + (a5 +iag)| VH ) + (a7 +iag)| VV)
(2.12)
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Abbildung 2.47: In a) ist die gemeinsame Verteilung zweier standardnormal-
verteilter Variablen a und b zu sehen. Die Hohenlinien (b) dieser zweidimen-
sionalen Verteilung sind konzentrische Kreise, woraus ihre Rotationssymme-
trie folgt.

Waéhlen wir die a; geméaft einer Standardnormalverteilung mit Wahr-
scheinlichkeitsdichte f(a;), so erhalten wir eine rotationsinvariante Vertei-
lung beliebiger Zustdnde im Hilbertraum:

1 e
6_71

Vo
Allerdings sind die Zusténde, die auf diese Weise erzeugt werden, noch

nicht normiert. Die Normierung auf |4 )(1 | = 1 konnen wir jedoch einfach

im Anschluss an die Wahl der a; durchfiihren, da sie keinen Einfluss auf die
Rotationsinvarianz hat.

flai) =

(2.13)

Fiir die folgende Simulation werden wir eine Menge von gleichverteilten
Eingangszustinden {|v )} mit & = 1 ... 50000 betrachten. Zu jedem Zu-
stand | ¢x ) konnen wir den Ausgangszustand 7 numerisch berechnen:

{7} ={Qve)we))}

Dadurch sind wir in der Lage, auch die Fidelity F zwischen den be-
rechneten und den idealen Ausgangszustdnden zu bestimmen, die wir als
Gatter-Fidelity Fg bezeichnen wollen:

{Fok)} = { (0| PG" - 71 - PG wy) |

Wir verfahren ebenso mit der linearen Entropie, die als Sy, = 1 — Sp (p?)
definiert ist und dadurch ein Maf fiir die Reinheit eines Zustands (Gleichung
(1.8)) darstellt:

{ Sin(k) }={1-Sp(#}) }
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Tragen wir die Gatter-Fidelity Fg eines Zustands gegen seine lineare
Entropie Sy, auf, wie in Abbildung 2.48 fir alle Zustdnde der Simulation
dargestellt, so finden wir eine starke Korrelation zwischen den beiden Grofen.

Fe

1.

0.9
[eo]
81
72
63 e

0.8 ¢ 54
45
36
27
18
9

0.7 Lol

| ‘ | ‘ ‘ ‘ Siin
-0.2 -0.1 0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abbildung 2.48: Zusammenhang zwischen der Gatter-Fidelity Fo und der
linearen Entropie Sy, fiir eine Simulation des experimentellen Phasengatters.

Diese Korrelation zwischen Fg und Sy, legt den Schluss nahe, dass nied-
rige Gatter-Fidelities im wesentlichen die Folge von inkohérenten Anteilen
im Ausgangszustand sind, die sowohl die lineare Entropie vergrofern, als
auch die Gatter-Fidelity herabsetzen. Das stimmt auch mit unserem Modell
des nicht-perfekten Phasengatters aus Gleichung (2.10) iiberein, das mit der
gleichen Annahme die Gatter-Transformation gut beschreiben konnte. Das
experimentelle Phasengatter fiihrt demnach prinzipiell die richtige Transfor-
mation durch.

Betrachten wir die Verteilung der Fidelity F alleine (Abbildung 2.49),
so finden wir eine mittlere Gatter-Fidelity aller simulierten Zusténde bei
Fo = 0,854 mit einer Standardabweichung von or, = 0,084.

Uber den folgenden Zusammenhang, der zwischen der Prozess-Fidelity
Fp und der mittleren Gatter-Fidelity [25] besteht, erhalten wir fir ein n-
Qubit-Gatter mit d = 2™:

= _d-Fp +1_4-0818 +1
CT 41 T 4+1

= 0,8544
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Abbildung 2.49: Verteilung der Gatter-Fidelity Fg fiir eine Simulation des
experimentellen Phasengatters mit ~ 50000 Eingangszustdnden. Die mitt-
lere Gatter-Fidelity liegt bei Fg = 0,854, die minimale Gatter-Fidelity bei
F, <0,62.

Das stimmt sehr gut mit dem Wert, den wir aus der Simulation gewon-
nen haben, iiberein. Wir kénnen auch die minimale Gatter-Fidelity durch die
kleinste Gatter-Fidelity aus unserer Simulation zu F, < 0,62 abschétzen.

Auffallig ist jedoch, dass wir durch die Simulation auch Zusténde mit
einer Gatter-Fidelity Fo > 1 erhalten. Wir betrachten nun einen solchen
Zustand p mit Fg > 1 und stellen ihn in seiner Eigenbasis dar:

p= prlon) ol
k

Da die Gatter-Fidelity iiber die Fidelity F < 1 definiert ist, konnen wir
eine Gatter-Fidelity Fo > 1 nur erkldaren, wenn mindestens eine der Wahr-
scheinlichkeiten pp negativ ist, was keinem physikalisch sinnvollem Zustand
entspricht. Da wir aber fiir die Simulation reine Eingangszustéinde verwen-
den, muss der Grund fiir nicht-physikalische Zustdnde in der Transformation
Qlezp] (p) liegen. Betrachten wir die Matrix XEZP ] genauer, so finden wir,
dass sie negative Eigenwerte besitzt. Stellen wir sie in ihrer Eigenbasis U;

dar (Gleichung (1.19)), so entsprechen ihre Eigenwerte \; den Eintrégen auf

der Hauptdiagonalen von X,[fjp I
Q) =D N UipUf =3 5™ Ui p U] (2.14)

In dieser Form kénnen wir den Eintrag ngxp | als die Wahrscheinlichkeit

interpretieren, mit der das Ergebnis aus U; p UiT dem Ausgangszustand in-
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kohérent beigemischt wird. Das wird deutlich, indem wir das Gatter auf den
reinen Zustand p, = | )(y| anwenden, wodurch wir eine Mischung aus den

reinen Zustanden |/ )(vi | = U; [v) (7] U;r erhalten:

A~

O(py) = x11 Ui |7y Uf +x22 Uz [y) (4| US +--- =
= xa [ (v ]+ xe2 1) (vl 4+

Aus diesem Grund beschreibt ein ngflvp ) mit negativen Eigenwerten, wel-

che negative Wahrscheinlichkeiten représentieren, keinen physikalisch sinn-
vollen Prozess.

Doch warum hat X[ex

ml

Pl diese nicht-physikalische Eigenschaft, obwohl wir

zur Berechnung der Prozesstomographie-Matrix X[nglcp | nur physikalisch sinn-

volle Dichtematrizen verwendet haben? Dafiir gibt es zwei Griinde:

Zum einen vernachléssigen wir, indem wir alle gemessenen Dichtematri-
Eemp | auf Sp(,égexp }):1 normieren, polarisationsabhéngige Abschwéchun-
gen bei der Gatter-Transformation. Um dies zu verdeutlichen, nehmen wir
als Beispiel ein 1-Qubit-Gatter Q; an, das die Eingangspolarisation | V') auf
ein Drittel der Eingangs-Intensitdt abschwécht. Solch eine Transformation
fiihren beispielsweise die aus Kapitel 2.2.2 bekannten Strahlteiler-Plattchen
durch, weshalb es sich auf jeden Fall um einen physikalisch sinnvollen Prozess

handelt:

zen p

[H)(H]  — | & | —  [H){H]

A 1
vl — & ] —  giviv
A 2
)+ = [ ] = SIEHAVIEH LY

Normieren wir aber alle gemessenen Dichtematrizen, so erhalten wir eine
Transformation Q ~, die keinem physikalischen Prozess mehr entspricht, da
sie nun ein Gatter beschreibt, das | H) und |V') unveréndert lésst, aber
deren Superposition |+ ) in einen anderen Zustand transformiert.

| H){(H| — [ Qv | — [H)(H]

Wir kénnen dieses Problem umgehen, indem wir die mit der mazimum-
likelthood-Methode bestimmten Dichtematrizen mit den zugehérigen Zéhlra-
ten gewichten, die den Intensitéten entsprechen, die das Gatter transmittiert.
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Auf diese Weise erhalten wir die richtige Gatter-Transformation. Problema-
tisch dabei ist jedoch, dass es fiir Gatter, die Transformationen dieser Art
durchfiihren, keine Basis aus unitdren Operatoren gibt, in der die Matrix
xmi Diagonalform hat. Dadurch ergeben sich Schwierigkeiten zum Beispiel
bei der Bestimmung der Prozess-Fidelity.

Zum anderen ist es eine Schwiche der Prozesstomographie, dass bisher
noch kein analytisches Verfahren zur Behandlung von Fehlern fiir die Matrix
Xifjp | existiert. Da die experimentell bestimmten Dichtematrizen ﬁz[exp } immer

einen statistischen Fehler beinhalten, werden wir zuféllige Abweichungen ¢;

von der exakten Dichtematrix ﬁydml] bekommen:

pA [ezp}

Alideal]
) P;

+£; mit |5i|ml <eg (2.15)

Wahrend wir aus den idealen Dichtematrizen ﬁgidea” den physikalischen

Prozess rekonstruieren kénnten, ist es fiir die Matrizen ﬁgwp | nicht notwendig,
dass sie durch einen physikalischen Prozess beschreibbar sind. Der Grund da-
fiir ist, dass es im Allgemeinen keinen physikalisch sinnvollen Prozess gibt,
der die statistischen Abweichungen &; deterministisch aus den jeweiligen Ein-
gangszustinden erzeugen kann.

Ein moglicher Weg diese Problematik zu beheben wire es, eine erweiterte
mazimum-likelihood-Methode zu entwickeln, die diejenige Prozesstomographie-

Matrix X[Op g bestimmt, die einen physikalisch sinnvollen Prozess beschreibt

ml
und zugleich die grofte Wahrscheinlichkeit besitzt, die gemessenen Dichte-
matrizen [)gewp } 2 erzeugen.
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Abbildung 2.50: Fidelity-Verteilung des Phasengatter-Modells Q[V=0,9] (p)
mit ~ 50000 Eingangszustinden. Bei der Simulation b) wurden zuféllige

Schwankungen mit ¢ = 0,05 auf den Dichtematrizen erzeugt, aus denen
[V=0,9]

i bestimmt wird.

Um zu demonstrieren, dass statistische Fehler durchaus eine grofte Wir-
kung auf die Gatterbeschreibung haben, vergleichen wir die beiden Gatter-
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Fidelity Verteilungen (Abbildung 2.50 a und b). Beide Verteilungen stam-
men aus dem selben Phasengatter-Modell QA[VZO,Q] (p), jedoch haben wir bei
Verteilung b) zufillige Schwankungen mit ¢ = 0,05 (Gleichung (2.15)) auf
den Dichtematrizen, aus denen X%:O’E)] bestimmt wird, erzeugt. Wéhrend
die mittlere Gatter-Fidelity bei beiden Verteilungen nahezu gleich ist, unter-

scheiden sie sich erheblich in ihren Breiten.

Wir haben gesehen, dass noch Bedarf fiir Verbesserungen des momenta-
nen Prozesstomographie-Schemas besteht. Dennoch konnten wir zeigen, dass
das Phasengatter mit einer Prozess-Fidelity Fp = 0,818 und einer mittle-
ren Gatter-Fidelity Fg = 0,854 korrekt arbeitet. Um seine Einsatzfihigkeit
unter Beweis zu stellen wollen wir im nichsten Kapitel den durch das Pha-
sengatter erzeugten Cluster-Zustand |C,° ) untersuchen.
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Kapitel 3

Charakterisierung des
Cluster-Zustands

Wir wollen in diesem Kapitel den experimentell erzeugten Cluster-Zustand
|Cy™) untersuchen. Dazu werden wir seine Eigenschaften mit den theo-
retischen Vorhersagen vergleichen und dabei echte 4-Qubit-Verschrankung
nachweisen [38].

In Kapitel 1.4 haben wir gesehen, dass wir aus einem |C,, ) durch eine
Messung in der 6,-Basis einen |C,,_; ) erzeugen konnen. Auch diese Eigen-
schaft der Cluster-Zustinde wollen wir experimentell nachpriifen und dabei
die Cluster-Zustinde |C4™" ) und |Cy ") untersuchen.

3.1 Der 4-Qubit Cluster-Zustand

Die Beobachtung der verschrankten 4-Photonen-Zusténde erfolgt in der so-
genannten Koinzidenz-Basis, das heifst in jeder der vier Moden a...d muss
ein Photon detektiert werden. Dazu bestimmen wir die Anzahl an 4-fach-
Koinzidenzen c’( i o e na)? die wir fiir ein bestimmtes Messergebnis
(iajbpmeng) erhalten. Die Indizes ia, jp, me, ng € {0,1} konnen dabei
zwei Werte annehmen, die den zwei moglichen Ergebnissen einer 1-Qubit
Messung in einer beliebigen Basis und der jeweiligen Mode (a, b, c,d) ent-
sprechen. In einer bestimmten Basis existieren also fiir vier Qubits insgesamt
16 mogliche 4-fach-Koinzidenz-Ereignisse. Fiihren wir zum Beispiel in allen
vier Moden eine Messung in der 6,-Basis durch, so erhalten wir die Zahlraten
Cpanam Canav: Canvi Caavy: Cavim Usw-

Um die unterschiedlichen Effizienzen auszugleichen, mit denen Photonen
von den verschiedenen Detektoren erfasst werden, bestimmen wir die relati-
ven Effizienzen 7 jeder Mode k = a...d.

Diese erhalten wir, indem wir Photonen mit definierter Polarisation in
einer der Moden k = a...d analysieren. Durch Drehen der Richtung der Ein-
gangspolarisation in dieser Mode verdndert sich das Aufteilungsverhéltnis
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Abbildung 3.1: Verlauf der gemessenen Intensitdten in zwei Detektoren der
gleichen Mode in Abhéngigkeit vom Winkel o der Eingangspolarisation. Das

Verhéltnis der Amplituden Afco) und Al(gl) entspricht der relativen Effizienz
e D}({O) und D,(gl) bezeichnen die Dunkelzéhlraten der jeweiligen Detektoren.

der Photonen auf die beiden Detektoren Dy und D;, die den Messergeb-
nissen |0); und |1) entsprechen. Dadurch erhalten wir, in Abhéngigkeit
vom Winkel a der Eingangspolarisation, einen sinusférmigen Verlauf in den
detektierten Intensitdten I (Abbildung 3.1):

I]ET())((}') = D,(CO) + Ag)) sin? () I,E,l)((x) = Dl(:) + Al(:) cos? (o)

Dabei bezeichnet D,(Cm) die Dunkelzéhlrate des Detektors D,, und A,(cm)
die Amplitude des Intensitdtsverlaufs. Die relative Effizienz 7 entspricht
(0)
dann dem Verhéltnis der beiden Amplituden, 7 = %
k
Die effizienz-korrigierten Zéahlraten konnen dabei aus den relativen Effi-
zienzen 7, auf folgende Weise berechnet werden:

P . . . , 1
C( iajbMeNg) T]( ia jb MeNa) C( ia jb Me nd) mit

N(ia jp meng) — (Ua)i"‘ (nb)jb (Uc)m° (nd)nd (3.1)

Betrachten wir dazu als Beispiel die Zahlrate ¢y 5. Die effizienz-
korrigierte Zahlrate cyyyv g erhalten wir aus:

CHVVH = nHVVH'ChVVH = MHw'ChVVH =
= (12)° ()" (ne)" 0a)° - opyymr =

1) CHVVH

/
= Tolec  CHVVH = — () °
‘ A 4L
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Abbildung 3.2: Zahlraten fiir 4-fach Koinzidenzen bei einer Messung am
|CS™) in der 6,-Basis. Die Dauer der Messung betrug 120 Minuten bei
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einer Zahlrate von 3,2 Koinzidenzen pro Minute. Die hellroten Balken im
Hintergrund repréasentieren die Zahlraten, die wir fiir einen perfekten Cluster-
Zustand ]C4O> bei gleicher Gesamtzéhlrate in dieser Basis erwarten wiirden.

Die beziiglich der Effizienz korrigierten Zahlraten werden anschliefsend
noch mit einem Faktor multipliziert, so dass die Summe der Zahlraten sich
gegeniiber der Summe der nicht-korrigierten Zahlraten nicht verdndert.

In unserem Experiment haben wir eine 4-fach-Koinzidenz-Zéhlrate von
etwa 2,9 Koinzidenzen pro Minute beobachten kénnen, was bei einer Beob-
achtungszeit von 120 Minuten pro Basis insgesamt ungefahr 350 Koinziden-
zen entspricht. Stellen wir die Zahlraten c(;, j, men,) in einem Balkendia-
gramm dar, so erwarten wir beispielsweise fiir eine Messung in der 6,-Basis
am Cluster-Zustand

|cCP)=|HHHH)+|HHVV )+ |VVHH) — |VVVV)

nur Koinzidenzen, die den vier genannten Termen entsprechen, also
CHHHH, CHHVYV, cvvip und cyyyy. Das bestitigt sich auch, wenn wir Ab-
bildung 3.2 betrachten. Die hellen Balken im Hintergrund représentieren
die Zihlraten, die wir fiir den perfekten Cluster-Zustand |C,°) bei gleicher
Gesamtzahlrate erwarten wiirden. Daraus ist deutlich zu sehen, dass der ge-
messene | VVVV )-Term tiberhoht ist. In Kapitel 2.2.1 bei der Analyse des
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Phasengatter- Rauschens, hatten wir schon festgestellt, das dies eine Folge
der nicht-perfekten Interferenz am Uberlappstrahlteiler PST ist.

Wir haben in Kapitel 1.2 gesehen, dass wir Messungen in mehreren Ba-
sen durchfiihren miissen, um den Cluster-Zustand | C,*? ) von separablen Zu-
standen abzugrenzen. Darum wahlen wir 6,86,00,20, und 6,060,802 0,
als weitere Basen.

In diesen beiden Basen, die in Abbildung 3.3 dargestellt sind, kénnen
wir erkennen, dass weiterhin nur vier dominierende Koinzidenzen mit hoher
Zahlrate existieren. Daraus konnen wir die Kohédrenz des Zustands ablesen.
In der Tat reichen diese drei betrachteten Basen auch aus, um mit dem
Verschrinkungs-Zeugen W| co) die echte 4-Qubit-Verschrankung des |C4O>

zu zeigen [39):

1 L ) )
—5@. 00010l + 1N 1 ®6, 06, ®6, + 1Y)

56 @6 el + 1 deiles s + 1®Y) (3.2)

Der Erwartungswert des W‘ c2) fiir den idealen |CQ) liegt bei

Sp (W| ) 1cPY(CP|) = —1. Experimentell finden wir einen Erwartungs-
wert, der mit einem Abstand von etwa sechs Standardabweichungen die Ver-
schriankung zeigt:

Sp( W|C4o> |CEPYCE™] ) = —0,299 + 0,050

Betrachten wir Abbildung 3.3 genauer, so erkennen wir neben den vier do-
minierenden Koinzidenzen auch eine Erhdhung der Koinzidenzen
| VV++) und | VV—=) bzw. |[++VV ) und |-—V'V'). Sie entstehen aus dem
inkohédrenten Anteil des Phasengatter-Rauschens (vgl. Abschnitt 2.2.1):

[VVVVWVVVV] = LHVVH+ W VVH+ ]|+ 5| VV—=NVV——| =
= H++VV )G+ VV [+ 3|——VV )= VV|

Diese Abweichungen vom idealen Cluster-Zustand sind auch bei einem
Vergleich mit dem in Abschnitt 2.2.5.1 vorgestellten Phasengatter-Modell zu
sehen. Nehmen wir eine HOM-Dip Visibility von V' = 0,81 an, was durch
die Messungen aus Abbildung 2.34 und Abbildung 2.35 nahegelegt wird,
so schen wir eine starke Ubereinstimmung zwischen experimentellen und
theoretischen Zahlraten, die in Abbildung 3.4 dargestellt sind. So ist zum
Beispiel die Uberhohung des | VVVV W VVVV |-Terms in der 6,6 6,0 6,0 6,-
Basis fast identisch fiir Theorie und Experiment. Auch die Hoéhe der |+
+VV)YF++VV |—und |-—VV )(—— VV |-Anteile in der 6,0 650 0,2 6 ,-Basis
wird durch das Modell gut beschrieben.
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Abbildung 3.3: Der Cluster-Zustand |C;™") in der 6,00,00,00,-Basis (a)
beziehungsweise in der 6,¢0,00,26,-Basis (b). Im Hintergrund sind die

Zghlraten fiir den idealen |C4O> mit gleicher Gesamtzéhlrate dargestellt. Die

Dauer der Messung betrug 120 Minuten mit durchschnittlichen Zéhlraten
von 2,58 bzw. 2,93 Koinzidenzen pro Minute.
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Abbildung 3.4: Die theoretischen Zihlraten eines Phasengatter-Modells mit
HOM-Dip Visibility V = 0, 81 im Vergleich mit den experimentell ermittelten
Zahlraten, die im Hintergrund dargestellt sind. Wir kénnen fiir die Basen (a)
G,90,00,260, und (b) 6,00,26,00, eine starke Ubereinstimmung, auch in
der Hohe des inkohédrenten Anteils | VVVV ) (VVVV | = H+VV ) {HVV |+
| -—VV )(=—VV| feststellen.

86



Charakterisierung des Cluster-Zustands — 3.1. DER 4-QUBIT-ZUSTAND

Um herauszufinden, wie gut unser Zustand dem idealen Cluster-Zustand
entspricht, wollen wir die Fidelity berechnen. Wie wir schon aus Kapitel 1.4
wissen, hat der Cluster-Zustand aufgrund seiner Definition nur 16 verschie-
dene Korrelationen, die durch die Stabilizer-Operatoren Sy [26] dargestellt
werden konnen. Messen wir alle diese Korrelationen Ky, die in Tabelle 3.1 zu-
sammengefasst sind, so konnen wir daraus die Fidelity F des |C,™") an den
theoretischen Cluster-Zustand |C°) ableiten. Eine aufwendige Zustandsto-
mographie zur Bestimmung der Fidelity aus den Eintragen der Dichtematrix
ist aus diesem Grund, wie wir auch schon in Kapitel 1.4 gesehen haben, nicht

erforderlich. Wir erhalten die Fidelity aus:

16
1
F=(CPlCPyes™| el = EZ K =0,741 + 0,013
k=1

Wir konnen dadurch die groffe Nahe zum theoretischen Cluster-Zustand be-
statigen.

k Stabilizer-Operator Sy || Korrelation K
1 bp R0, 00, 1 0,713 £ 0,044
2 b 6,0 1 ® 6, 0,673 + 0,044
3 6y ®6y,R6,® by 0,681 + 0,066
4] 6, RG,06,® 62 0,729 + 0,062
5 6y ® 6, Q 6, @ 6y 0,681 + 0, 064
6 Gy @6, @6, ® 64 0,628 + 0,066
T -6y ®6,06,® 1 0,679 + 0,043
8| —6,@6,0 1 ® 6, 0,690 + 0, 060
9 6, 6,06, R 6, 0,931 + 0,064
10| 6, 6,901 0 1 0,935 + 0, 037
11 6, @ 1 ®6,® 64 0,707 £+ 0,045
12| -6.@1®6 ® 6 0,616 + 0,067
13 1 ©6.06,0 64 0,638 + 0,045
4| -1ws 06 6 0,626 & 0,067
15 1 ©1lwé e 6 0,931 + 0,036
16 1 olieie i 1,00 + 0,017

F =530 Ke = 0,741 4+ 0,013

Tabelle 3.1: Alle 16 Korrelationen K der Stabilizer-Operatoren des 4-Qubit

Cluster-Zustands | C;™ ).
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3.2. DER 3-QUBIT-ZUSTAND  Charakterisierung des Cluster-Zustands

Wie in Kapitel 1.2 beschrieben, kénnen wir die Verschréinkung eines 2-
Qubit-Zustands auch iiber die Verletzung einer BELL-Ungleichung nachwei-
sen. In analoger Weise ist es moglich, fir 4-Qubit-Zustdnde BELL-Unglei-
chungen zu finden, um deren Verschrinkung nachzuweisen. Wir kénnen eine
solche Ungleichung, die vom Cluster-Zustand |C4O> verletzt wird, aus den
Stabilizer-Operatoren ableiten [40]:

Sp(Bsp) < 2 mit
Bi=6.,21®6,®6, — 6.2126,06,+
0, @O, R0y @G + 0200, 06,0 0, (3.3)

Interessanterweise wird diese Ungleichung nicht vom | GH Zy )-Zustand
verletzt, wodurch wir einen Hinweis erhalten, dass sich unser préparierter
Zustand vom | GH Z4 )-Zustand unterscheidet. Der theoretisch maximale Er-
wartungswert, den der Cluster-Zustand |C;*") fiir die Ungleichung B, hat,
ist gegeben durch:

Sp( By |C4O><C4O| ) =4

Experimentell erreichen wir eine Verletzung der BELL-Ungleichung By
mit einem Abstand von etwa sechs Standardabweichungen zur klassischen
Grenze:

Sp( By |CEPYCEP]) = 2,73 + 0,12

Um den préparierten Zustand noch weitergehend zu untersuchen, be-
trachten wir den |C4™ ), der durch eine Messung in der 6,-Basis aus dem
|C{*P) erzeugt werden kann.

3.2 Der 3-Qubit Cluster-Zustand
Fihren wir am Cluster-Zustand
1CPY = |HHHH )apea + | HHVV aped + | VVHH )aped — | VVVV Vabea

eine Messung in der 6,-Basis an einem beliebigen Qubit ¢ = a...d durch, so
erhalten wir einen Cluster-Zustand ]030 ), der unter lokalen unitéren Trans-
formationen dquivalent zu |GHZ3) = |HHH )+ |VVV) ist.

(5 |
[ )

Messen wir zum Beispiel Qubit a, so erhalten wir fiir die beiden moglichen
Messergebnisse |+ ), und |— ), die folgenden beiden Zustédnde:

al + |C4ewp Yabed = |+ HH )pea + |=VV )pea bzw.
a< - |C4ezpp >abcd = |_HH>bcd + |+VV>bcd
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Abbildung 3.5: Zahlraten der beiden GHZ-Zusténde fiir die Projektion von
|C{™P) auf |[+) bzw. |—) in der 6,06,96,-Basis. Die hellenblauen Bal-
ken im Hintergrund entsprechen den Vorhersagen der Modellrechnung mit
Visibility V = 0, 81.

Wie wir aus Abbildung 3.5 sehen konnen, stimmt dies auch mit den
experimentellen Ergebnissen in der 6,06, d,-Basis iiberein.
Um aber echte 3-Qubit-Verschrinkung der Zustéinde (4 |C,™ )apea =

|C5™P)E. . zu zeigen, benutzen wir die Verschrinkungs-Zeugen W, COVE

[39]. Dabei ist es wiederum méglich, diese durch Stabilizer-Operatoren dar-
zustellen:

Wl CSO >i

bed

:g.ﬂ(bcd) IO PN P
X

Auch fiir die Projektionen der Qubits b...d auf die Zustédnde |+ ) gibt
es Verschrinkungs-Zeugen, die eine dhnliche Form besitzen.

Qubit i | Projektion auf |[+); Projektion auf |—);
Wl CSO >+ WI C3O )=
a —0,288 + 0,093 —0,256 0,084
b —0,543 £ 0,091 —0,277 £ 0,087
c —0,276 4+ 0,091 —0,304 40,083
d —0,362 + 0,090 —0,392 + 0,082

Tabelle 3.2: Nachweis echter 3-Qubit-Verschrankung durch die Erwartungs-

werte von cho j+ an die Zusténde 5 _q(x|C,
3
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3.2. DER 3-QUBIT-ZUSTAND  Charakterisierung des Cluster-Zustands

Die Ergebnisse in Tabelle 3.2 zeigen, dass alle moglichen 3-Qubit-Zusténde,
die wir durch Messungen an den Qubits a...d erhalten, echte 3-Teilchen-
Verschrankung aufweisen. Die Fidelity F, die sich fiir die Zusténde |C5™")
auch aus Stabilizer-Operatoren bestimmen lésst (Tabelle 3.3), ergibt zum

Beispiel fiir die beiden Zustdnde |[CyF)Y und |C5*7),, . die Werte
Fh . =0,756 40,028 und F,_ = 0,753 = 0, 026.
k Stabilizer- Korrelation IC, fiir
Operatoren S |C Pt ‘ 1C™ ) bed
1| 6, ® 6, ® &, | 0,741+0,088 | 0,716+ 0,088
2| 6, ® G, ® 6, | 0,639£0,008 | 0,617 % 0,088
3| 6, ® 6, ® 6. | 0,69240,088 | 0,598 + 0,086
41 6, ® 6, ® 1 0,985+0,094 | 0,948+ 0,081
50 6, ® 1 ® 6, 0,661 +0,070 | 0,744 £ 0,059
6 1 ® 6. ® 6, 0,576 = 0,065 | 0,707 £ 0,061
T 0z ® 0 ® 0, 0,751 +£0,090 | 0,693 £ 0,084
8 1 © 1 ® 1 1+0,035 1+0,033
F=13% K= 0,756 + 0,028 | 0,753 + 0,026

Tabelle 3.3: Alle 8 Korrelationen K der Stabilizer-Operatoren der 3-Qubit
Cluster-Zustinde o £ |Cy™ Yabea = |C5 ™7 >§cd'

Eine weitere Eigenschaft des Zustands | C4O ), die wir schon aus Abschnitt
1.4 kennen, ist die Bestandigkeit seiner Verschrankung gegeniiber dem Ver-
lust eines Teilchens. Diese Besténdigkeit gilt jedoch nicht fiir den | GH Z4 )-
Zustand, der nach einem Teilchenverlust vollig entschrankt ist, wodurch wir
einen weiteren Hinweis zur Abgrenzung des |C,"" ) gegeniiber dem | GH Zy)
erhalten. Nach der Bildung der partiellen Spur iiber Qubit a oder b des
Zustands | C°) erhalten wir eine Mischung aus

10)®|¢T)ea und 1)@ |¢™ ea.

Bilden wir die partielle Spur iiber die Qubits ¢ oder d, so bekommen wir
eine Mischung aus den Zustédnden

|67 Yab ®0) | 6™ )ab ® [ 1).

Der Nachweis von 2-Teilchen-Verschrankung fiir beide Zustéande erfolgt
iiber die folgenden beiden Verschrinkungs-Zeugen, die mit Stabilizer-Operatoren
dargestellt werden konnen [39]:

und

(3.5)
(3.6)

Wa/b:ﬂ(®3) —i1®sé 06, - und

Wepa =189 — 5,06, 01 -

0, R0, Q0

0x Q6 R0,
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‘ Qubit i ‘ Erwartungswert von Wa b bzw. Wc d ‘

a —0,570 & 0, 057
b —0,639 & 0,058
c —0,609 & 0,058
d —0,648 & 0,057

Tabelle 3.4: Nachweis von Verschrankung durch die Erwartungswerte von
Wab bzw. W g nach Bildung der partiellen Spur iiber Qubit i.

Die Erwartungswerte sind in Tabelle 3.4 angegeben. Sie zeigen die Ver-
schrankung der Rest-Zustdnde und bestdtigen damit, dass sich der prépa-
rierte Zustand vom |GH Zy) in seinen Verschréankungseigenschaften unter-
scheidet.

3.3 Der 2-Qubit Cluster-Zustand

Aus Kapitel 1.4 wissen wir, dass alle Cluster-Zustdnde eine maximale Connec-
tedness besitzen (vgl. Seite 27). Das sehen wir daran, dass wir durch eine
Messung in der &,-Basis aus dem Zustand |C,, ) den Cluster-Zustand |Cp—1 )
erhalten. Auf diese Weise gelangen wir nach n — 2 Messungen zum Zustand
|C2 ), der dquivalent zu den BELL-Zusténden ist.

Fiir den transformierten Zustand ]C4O> gilt diese Eigenschaft in gleichem
Mafse, allerdings ergeben sich wegen der angewandten Hadamard-Transfor-
mation auf die Qubits a und d des |C4) einige Verdnderungen beziiglich der
Basen, in denen die Messungen stattfinden miissen. Das bedeutet in unserem
Fall, dass wir beispielsweise durch zwei Messungen an den Qubits b und ¢ in
der &,-Basis den |C,°) auf einen zu |C,° ) dquivalenten Zustand projizieren
kénnen:

(62] 6z
|C4O> =SS |C2O>

Wir wollen diese Eigenschaft nun auch experimentell bestétigen. Dabei
bestimmen wir durch eine Zustandstomographie die Dichtematrizen der Zu-
stinde p{+=t|C, ™ Yabed, die in Tabelle 3.5 dargestellt sind. Die zugehérigen
Fidelities F sind in Tabelle 3.6 angegeben.

Zusammenfassend konnten wir fiir unseren préparierten Zustand |C; ")
echte 4-Qubit-Verschrankung zeigen, mit einer Fidelity von F = 74,1% an
den idealen Zustand | C 40 ). Es war aukerdem moglich, eine BELL-Ungleichung
mit etwa sechs Standardabweichungen {iber der klassischen Grenze zu verlet-
zen und damit gleichzeitig eine Abgrenzung gegeniiber einem G H Z4-Zustand
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H+ H+
bc <+ + | C4exp >abcd H H-
V+ V+

F v\ =0,836 % 0,046
163

H+ H-  V+ V-

{Blas o 048

H+ H+

b0<+ - ‘ C4exp >abcd H Ho
F .+ = 0,709 £ 0,046 v -
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Tabelle 3.5: Experimentell bestimmte Dichtematrizen in der 6, 6,-Basis fir
die Zustinde pe(t+|C/™ )abea mit jeweiliger Fidelity an den theoretischen
Zustand.

zu erreichen. Wir konnten zudem Verschréankungs-Eigenschaften des |C4O )y
wie die maximale Connectedness und die Resistenz der Verschrankung gegen-
iiber dem Verlust eines Teilchens, auch an dem von uns praparierten Zustand
|C,*F) nachweisen.

92



Charakterisierung des Cluster-Zustands — 3.3. DER 2-QUBIT-ZUSTAND

’ erwartete Zustande ‘ gemessene Fidelity F ‘
bc<++‘ C4e:cp >abcd - ‘ H+ >ad + ’ V- >ad 0,836 + 0,046
be(+—1C5 " Yabea — | H=)ad +|V+)ad 0,709 £ 0,046
be(—+|Cy ™ dabea — | HA+)ad — | V—)ad 0,815 + 0,052
bc<——‘c46xp >abcd — ‘H— >ad — |V—|— >ad 0,812 40,039

Tabelle 3.6: Fidelity F der experimentellen Zustéande an die jeweiligen theo-
retischen Zustédnde bei Messung der Qubits b und ¢ in der &,-Basis.

Alle diese Ergebnisse bestétigen nicht nur die Qualitdt des préparierten
Cluster-Zustands |C,"" ), sondern auch die Funktionsfihigkeit des kontrol-
lierten Phasengatters, das wegen seiner vielseitigen Einsatzmoglichkeiten,
zum Beispiel als BELL-Zustands-Analysator, auch Anwendung in anderen
Experimenten findet.
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Kapitel 4

Ausblick

Es existiert eine grofte Zahl von weiterfiihrenden Experimenten, sowohl fiir
das Phasengatter als auch fiir den Cluster-Zustand. Beispielsweise kann der
Cluster-Zustand als ,Einweg-Quantencomputer” verwendet werden [3|, was
auch schon experimentell mit dem 4-Qubit Cluster-Zustand gezeigt worden
ist [28]. Dieses Themengebiet wiirde aber iiber den Rahmen dieser Arbeit
hinausgehen.

Darum werden wir uns in einem kurzen Ausblick mit zwei interessanten
Experimenten beschéftigen, welche die Moglichkeiten nutzen, die durch das
Phasengatter geboten werden.

Quanten-Teleportation

Ein interessantes Experiment ist die Teleportation [41, 42, 43| eines beliebi-
gen 1-Qubit-Zustands | 7). Dabei wird der Zustand eines Photons auf ein
anderes iibertragen, wobei sich dazu beide nicht am gleichen Ort befinden
miissen und deshalb auch nicht miteinander wechselwirken kénnen. Mit un-
serem Phasengatter ist es nun erstmals gelungen, eine Teleportation mit einer
vollstindigen BELL-Zustands-Analyse durchzufiihren. Auf welche Weise wir
das erreichen, wollen wir kurz beschreiben.

Abbildung 4.1: Praparation des Photons ¢ im Zustand |7 )c.
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Ausblick

Wir erzeugen zunichst ein EPR-Paar (a, b) im Zustand | ¢™ ) und pré-
parieren das Photon ¢ in einem beliebigen Zustand | 7). (Abbildung 4.1).

Indem wir nun die Photonen b und ¢ im Phasengatter PG zur Inter-
ferenz bringen und anschliefend hinter dem Phasengatter eine Polarisati-
onsanalyse in der &,-Basis durchfiihren, werden die Photonen b und ¢ auf
die Zustiande PG | £ + )pc projiziert (Abbildung 4.2), die Aquivalent zu den
BELL-Zustanden sind:

PAG|++>bc = ‘H+>bc + |V_>bc = |¢Er)>bc
PAGH__)bc = |H_>bc+|v+>bc = |w$>bc
PAG‘_+>bc = ‘H+>bc - | V_>bc = |¢(_)>bc
PG‘__>bc: ‘H_>bc_’V+>bc: ’w(_)>bc <4~1)
Dabei wird der Zustand |7) auf das Photon a iibertragen. Genauer ge-
sagt ist dann der Zustand |7), unter lokalen unitdren Transformationen
aquivalent zum Eingangszustand |7 )¢, wobei diese Transformationen nicht

vom Zustand |7 ) abhéngen, sondern nur vom zufélligen Ergebnis der BELL-
Messung an b und ¢ (Abbildung 4.3).

BELL- Messung

P
|7 )a
X b ¢ a
o

Abbildung 4.2: Projektion der Abbildung 4.3: Durch die Mes-

Photonen b und c auf einen sung an b und ¢ wird der Zu-
BELL-Zustand. stand |7) auf das Photon a
iibertragen.

Fiir den speziellen Fall unseres Phasengatters erhalten wir bei der Tele-
portation folgende Zustéande:

,
| o8 Ybe
e o Yat B =)
|w$>bc
[Te=alH)e+B|V)e — § " al+)a=F]=)a
25 O“_>a+ﬁ|+>a
|65 Ybe
LY a=)a—B+)a

Eine interessante Moglichkeit, die Qualitat der Teleportation zu bestim-
men, ist iiber eine 1-Qubit Prozesstomographie gegeben [41]. Dazu miissen

96



Ausblick

wir lediglich vier Eingangszusténde, wie zum Beispiel | H )¢, |V )¢, |+ )e und
| R )¢, praparieren und jeweils eine Zustandstomographie des teleportierten
Zustands am Qubit a durchfiihren. Im idealen Fall erhalten wir eine 4 x 4
Prozesstomographie-Matrix x.,,;, die der Transformation

Q) =151

entspricht, welche die Identitéat darstellt.

Verschrankungstransfer

Eine weitere, schon realisierte Anwendung des Phasengatters [41] benutzt
ebenfalls seine Eigenschaft, eine vollstindige BELL-Zustands Analyse durch-
fiihren zu kénnen. Der Ausgangspunkt fiir dieses Experiment ist die Frage,
ob es moglich ist, analog zum Teleportations-Experiment auch den Zustand
eines verschrankten Teilchens zu teleportieren. In der Tat ist eine derartige
Teleportation, die die Verschrankungseigenschaften mit einschliefft, moglich
und wird mit Verschrinkungstransfer bezeichnet [44, 45, 46]. Durch die An-
wendung des Phasengatters wurde erstmals ein Verschrinkungstransfer mit
vollsténdiger BELL-Zustands-Analyse durchgefiihrt. Das Prinzip des Expe-
riments ist folgendes:

Wir erzeugen zwei unabhéngige EPR-Paare (a, b) und (c, d), wie es in
Abbildung 4.4 zu sehen ist.

Abbildung 4.4: Erzeugung zweier unabhéngiger EPR-Paare.

Bringen wir wir nun die beiden unabhéngigen Photonen b und c im
Phasengatter (PAG) zur Interferenz und fiihren anschlieffend eine Messung
in der 6,-Basis durch (Abbildung 4.5), so projizieren wir beide Photonen
auf einen BELL-Zustand (vgl. Gleichung (4.1)). Dadurch gehen die beiden
Photonen a und d in einen verschrinkten Zustand iiber (Abbildung 4.6). Im
Bild der Teleportation konnte man auch sagen, dass sich die Verschrankung
von Photon ¢ mit d bei der BELL-Messung auf das Photon a iibertragt.

Nehmen wir den konkreten Fall an, dass wir anfangs die Paare (a, b)
und (c, d) im Zustand | ¢ ) = | HH )+ | V'V') pripariert haben, so erhalten
wir nach der Messung and den Photonen b und c , abhéngig vom zufélligen
Messergebnis, ein verschrianktes Photonen-Paar (a, d) im Zustand:
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Beii- Messung

Abbildung 4.5:  Projektion
der unabhangigen Photonen
b und ¢ auf einen BELL-
Zustand.

b 05167 © 0T Vabea = |67
bc< ¢$ | ¢+ & ¢+ >abcd
b0<¢(_)|¢+ ®¢+>
)

)

)
abcd — ‘¢6 >ad

)

\

Abbildung 4.6: Nach einer
Messung an b und c sind die
beiden Photonen a und d in
einem verschrankten Zustand.

I
<
C+

bl V5 |07 © 0T Dabed = |95 Vad

Ausgehend von diesem Experiment gibt es weitere sehr interessante Fra-
gestellungen, die sich beispielsweise damit beschéftigen, was wir beobachten,
wenn wir die Photonen a und d erst ,,im Nachhinein®, also nach deren Detek-
tion, durch eine verzogerte Messung an den Photonen b und ¢ miteinander

verschrianken [46].
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit gelang es uns nachzuweisen, dass es mit linearer
Optik moglich ist, ein kontrolliertes Phasengatter zu realisieren und mit die-
sem den Cluster-Zustand |C,°) = |0000)+|0011)+|1100)—|1111) in einem
4-Photonen-Experiment mit gepulster spontaner parametrischer Fluoreszenz
vom typ-II zu erzeugen.

Wir analysierten eingehend Aufbau, Justage und Funktionsweise des von
uns entwickelten Phasengatters zusammen mit deren wechselseitiger Abhén-
gigkeit, beispielsweise flir Abweichungen der realen Komponenten von ihren,
durch die Theorie geforderten Parametern. Dabei konnten wir zeigen, dass es
mit dem Phasengatter moglich ist, eine vollstdndige BELL-Zustands-Analyse
durchzufiihren.

Um die Qualitdt des Phasengatters zu charakterisieren, fithrten wir eine
Prozesstomographie durch. Mit dieser Methode der Beschreibung von Quan-
tengattern waren wir in der Lage, detaillierte Informationen iiber die reale
Gatter-Transformation zu erlangen und anhand dieser Informationen eine
computergestiitzte Simulation der Gatter-Operation auf ein reprisentatives
Ensemble von Zustédnden anzuwenden und zu analysieren. Es gelang uns,
aus der Prozesstomographie eine mittlere Gatter-Fidelity von Fg = 0,854
abzuleiten, die es uns erméglichte den 4-Qubit-verschriankten Zustand |C4O>
zu erzeugen. Dieser Zustand gehort der interessanten Klasse der Cluster-
Zustinde an, die sich vor allem fiir den von BRIEGEL und RAUSSENDORF
vorgeschlagenen , Einweg-Quantencomputer® [3| eignen.

Aufgrund der besonderen Struktur des Cluster-Zustands konnten wir ei-
ne einfache Methode einfiihren, mit der sich die Fidelity des |C;*") von
F = 0,741 direkt aus den Korrelationen der 16 Stabilizer-Operatoren be-
stimmen ldsst, wodurch wir eine zeitintensive vollstdndige Zustandstomo-
graphie umgehen. Es gelang uns zudem echte 4-Qubit-Verschrankung mit
einem Verschrinkungs-Zeugen W nachzuweisen.

Wir waren ebenfalls in der Lage mehrere Verschriankungs-Eigenschaften

des idealen Cluster-Zustands am |C,™") zu iiberpriifen, wie beispielsweise
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Zusammenfassung

die maximale Connectedness und die Bestdndigkeit der Verschriankung bei
einem Teilchenverlust, wodurch er sich vom GHZ-Zustand unterscheidet.

Zusammenfassend erdffnen sich durch den Cluster-Zustand |C,° ) und das
Phasengatter viele neue Moglichkeiten und Perspektiven fiir weitergehende
Projekte von denen mittlerweile schon einige realisiert worden sind, aber
sicherlich noch weitere folgen werden.
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